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Sul moto di un corpuscolo elettrizzato in un campo elettrico
¢ in un campo magnetico sovrapposti.

Nota di Tommaso Bogaio {(a Torino).

Sunto, - Viene stabilito, con un procedimento fondato sulle equazioni dina-
miche di LLIAGRANGE, un integrale delle equazioni del moto di un corpu-
scolo elettrizzato, soggetio all’ azione di un campo eletirico e di un campo
magnetico sorrapposti.

In una Nota recente (!), in corso di stampa nei « Comptes
Rendus », ho considerato il moto di una particella elettrizzata,

(1) Bocgro, Suit le mouvement d’ une particule électrisée dans wn champ
édlectrique et dams un champ magnétique superposés (« Comptes Rendus de
I’Académie des Sciences de Paris », 1938).
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soggetta all’ azione di un;,'gampo elettrico e di un campo magnetico
sovrapposti, ed ho mostrato che, se questi due campi sono sim-
metrici rispetto ad un asse, sussiste un integrale primo dell’ equa-
zione del movimento, analogo al noto integrale delle aree rispetto
a un piano normale a tale asse.

Qui, riprendendo la questione da un tutt’altro punto di vista,
- faccio vedere che l’integrale ora accennato pud anche dedursi
(confermando una previsione gentilmente comunicatami dal prof.
Lievi-Crvira) dalle equazioni del movimento sotto la seconda
forma di LacRaNGE, le quali sono gia state stabilite dal prof.
Levi-CiviTa sin dal 1911 (*), ma che pare non siano state finora
ntilizzate. o

All’uopo basta formare la cosidetta funzione di LacRaNGE L,
giaccht se in essa v’ha qualche coordinata ignorata, ne segue
subito, com’® mnotissimo, un corrispondente integrale delle equa-
zioni del movimento. _ ’ :

La funzione di LAGRANGE pud essere facilmente ottenuta, come
ha mostrato il prof. Luvi-Crvira, ricorrendo al principio di
‘HayinLroN, che & applicabile anche quando le forze dipendono
dalla velocita, come appunto avviene nel caso attuale. .

1. Assumiamo 1’equazione del movimento della particella elet-
trizzata P sotto la forma:

1) mP" = —grad V+ F A P/,

ove gli apici indicano derivate rispetto al fempo f, m & una co-
stante, V la funzione potenziale del campo elettrico, ed F il
vettore che rappresenta la forza magnetlca, 11 quale deve sod- -
disfare alla condizione:
2 » div F = 0.

" Se si d4 al punto P lo spostamento virtuale, infinitesime, ar-
bitrario 3P, il lavoro virtuale fatto dalla forza complessiva che
figura nel secondo membro della (1) &:- o :

38 — 3V + F \dP x 5P/dt,
ma, a causa della (2), si pud porre {e in infiniti modi):
@ ' F=rot?,
o . - ; =¥
(%) LeEvi-CIviTa, Sur les équations générales du mouwvement d’um cor-

‘puscule dans un champ magndlique of un champ électrique superposés
{« Archiv vor Mathematik og Naturvidenskab ». B. XXXI, a. 1911).
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ove f & un vettore, e allora, da una formula nota'(ﬂ, si ha:
FNAP ) SP=rotf < dP A\ 3P =d(f X 3P) — 3(f < dP);

percid I’ espressione (3) diventa:
— 3V + [d(# < 3P) — 3(f < dP))/dt.

Applicando il principio di HawmirroN, che riassume le equa-

zioni del movimento, per un intervallo di tempo qualunque t, e,
si ha:

[[— 3Vdt + d(f < 3P) — &(f < dP) + 3Tdt] =0,
I .
ove T'=mP'*/2 & la forza viva; ma siccome lo spostamento vir-

tuale 3P & soggetto alla condizione di annullars1 per t=t, e t=t%,,
ne segue:

ﬁS(T — V) —3(r < P')jdt = 0,

o

ossia:
t v
B (T — V—Fx Pyt =0,
t
od anche:
. | ’
B/Ldt:O, avendo posto: L'=T—V—fXxP,
cioé:

L=mP?2—V_— fxP.

Questa & la funzione di LaGRANGE, che concorda con quella
data dal prof. Levi-CiviTA.

2, Cid premesso, se diciamo u, ¢, z le coordinate cilindriche
del punto P, si ha:

P =0+ uelo I + zK,

essendo O un punto fisso, I, J, K i soliti vettori unitari orto-
gonali di riferimento, ed ¢ il rotore di un angolo retto mel
piano OLJ. Ne segue:

P =wee I+ ue'iele I + 2' K, }”2——-u”4—1,0’30’2+z'2

(* Buravi-ForT1 © MARCOLONGO, Elementi di Calcolo vettoriale,
24 odiz., pag. 86 (Zanichelli; Bologna, a. 1920).
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se [, fs, . sono le componenti cilindriche del Vettorle, si pud
porre: )

5) f=[e®I+ fiie I+ fK,
percid:
{6) L =mw* +u? + 2*)[2 — V— fu' — fiue’ — f2.

Se ora facciamo Vipotesi che le funzioni V, f,, f,, f; non di-
pendano da ¢, vuol dire che la ¢ & una coordinata ignorata, e
percid sussiste I’ integrale 4L/[d¢’ = cost., ciod:

ON ; mu®e’ — uf, = cost.

Supposto inoltre che il vettore F della forza magnetica derivi
dal potenziale U, ciod F = grad U, si dovra avere, per la (4):

) rot f_ grad U.

Facciamo ancora 1’ ipotesi che la f\lIIZIOIle U sia indipendenie
da ¢, e allora avremo dalla (4'):

oU
“") rot f = grad %+ a—l-jgrad z;

'

in questo caso il campo eletfrico e quello magnetlco sono simme-
trici rispetto all’ asse Oz.

Determiniamo ora un vettore f che verifichi la +4"); suppo-

niamo, nella (5), fy=f;=0, e inoltre f,= f(u, z), e potremo con
¢id serivere, osgservando che gradu=\e‘@1:

I=fin, 2)t grad u = f(u, 2)K A grad u;
ne segue: :

rot f = rot (K /\ f grad u),

Ma @ facile vedere che, per un vettore gualungue », si ha:
8 rot (K A\ v) =(div v)K — —;v,
percid:

rot f= div (f grad u). K —aa—f;grad %=

= (fdiv grad « + grad f >< grad u}K — aa—f; grad w=

(1t ef of
w_(‘»?-{f du)K - l,mdlfu,

- colla (4"), ove & da notare che grad # = K, si deduce:

f of o0  of U .
n m e wEt w m
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osgsia:
o ) oU aduf) _oU

wmw - w Tw Yo
D’ altra parte, se diciamo U, la fanzione associata di U (la
quale, come ho dimostrato altrove (¥), & biarmonica nello spazio
esterno alle masse), si ha:

o0, 20 alb,__ oU
o Ve e Ve
percid le (9) mostrano che si pud assumere uf = - U,, nel qual

caso 1’integrale (7) assume la forma:
mu*e’ + U, = cost.,

che concorda con quella data nella mia Nota citata in principio.

3. Come altro caso particolare, supponiamo che le funzioni V,
fi, f+s fi, che figurano nella (6) siano indipendenti da z; esse
dipenderanno percid soltanto da u e ¢, o, meglio ancora, dalle
coordinate cartesiane x, y. Sussisterd allora 1’ integrale 2L/é2' = cost.,
cioe:

(10) mg’ — f; = cost.

Supposto poi che il° vettore F derivi dal potenziale U, sussi-
stera la (4'), e se inoltre la funzione U risulta indipendente da z,
e percid dipendente soltanto da x ed y, avremo dalla (4):

, __3U oU
(41) I'Otf—‘a; I+ @* J.

Per trovare un vettore f che verifichi questa equazione, sup-
poniamo, nella (5), fy=/[, =0, e inoltre f, =f(x, Y) e cosl avremo
f="{flx, y)K, da cui: '

ot £ = k=0 o
_ 1otf_gradf/\K_ayI——axJ,
e confrontando colla (4,):
of _oU o __oU

le quali mostrano che la funzione f — cio¢ la f, della (10) — &
la funzione armonica coniugata della U.

(*) Boae1o, Sulle funzioni associate e sulle linee di forza-di un ellis-
soide, ecc. (<« Rendiconti R. Istituto Lombardo », a. 1905).
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L’ integrale (10} pud -pure dedursj direttamente dalla (1), molti-
plicandone scalarmente i due membri per K; si ha cosl, nelle
ipotesi fatte:

mP” X K— (K ) grad U)X P’' = 0;
ora, tenendo anche conto delle»(ll), risulta:

U U of . #f
K A grad U'_'é._v_ k@—xI—ﬁI—FayJ grad f,
percid ne segue:

mP" %< K — df|dt =0,

e integrando si conclude la (10). ‘ :
OssERVAZIONE. — Nei citati Elementi di Calcolo vettomale &
scritto (pag. 90) che se wu, v sono vettori qualunque, non si pud -
calcolare il vettore rot(w A ) senza ricorrere alle omografie vet-
toriali.
In realthd, questo vettore si pud esprimere mediante la derivata

S . Lo o
secondo una data direzione; precisamente, se si indica con 3V la

derivata del vettore u secondo la direzione del vettore v, e

ov . . : P
con -7 la derivata di v secondo la direzione del vettore u, sus-

siste la formula:

. . u ov
12 t —d o — . dve— — .
(12) rot(u A\ v) ivv.u — divu-v -+ mo vy moduaU.
Infatti, considerando i vettori w, v come funzioni di 3 para-
metri qualunque’, %,, %,, #3, si ha, applicando formule note (ed
intendendo che la = sia estesa ai valori 4, 2, 3 di h);

: AwAv) w d
rot(u A\ v)=Z2 grad u, \ (';u ):Egraduh/\(bm /\v—\—-% /\u) =
h o Uy,

s(grad .2 du, > 2 |
= Z{ gra uhxv-%—,:——gl‘ﬂ'_ ;,‘ auh'”.—

<
g
S
N

ov -+ grad w, >
—gradyhxu-am g S Gy )

Vz d R (2 rad », >< 6%)
=|Zgra uhxa—u—ku—— g h auh”"‘:.

ou Zgradu, X w ov
+$graduh = ”'a“h g Lt ow,
Voo duw
AV vear — diV e mod v.2 grad #, L
= div v o —div e+ g v X mod v ou,

w ov

— mod w- S grad %, sz.a_&;;
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~ora grad u, ><

v 3 . .
mod o & la proiezione ortogonale di gradw, sulla

direzione del vettore v, e percid vale la derivata di u, secondo
la direzione del vettore v, cioé vale ou,/dV; ne segue che le ultime
due X della formula precedente equivalgono alle seguenti:

swom, 000,
ou, oV’ “om, 0U”
ciot a sufaV e sv[al, e allora sostituendo si ottiene la (12).
In particolare, se w—= K, la (12) fornisce la (8).



