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Curve algebriche reali nel piano euclideo 
e nel piano iperbolico.

Nota di Luigi Brusotti (a Pavia).

Sunto. - Si stabilisce il massimo numero di continui di cui può constare 
la parte reale di una curva algebrica reale d} ordine assegnato nel piano 
della Geometria euclidea ed in quello della Geometria non euclidea 
iperbolica,

1. Per un classico risultato di A. Harnack (1). se di una curva 
piana algebrica reale d'ordine n si considera nel piano della Geo­
metria proiettiva (piano proiettivo) la parte reale, questa si com­
pone al più di

(n — 1 )(n — 2)
. 2 . - ■

circuiti; e tale massimo è raggiunto (*).
Il risultato subito si trasporta al piano della Geometria ellit­

tica (piano ellittico) il quale, come è ben noto, invade l’intiero 
piano proiettivo.

(') A. Harnack, Geber die Vieltheiligkeit.der ebenen algebraischen Cure en, 
« Mathematische Annalen », 10 (1876), pag. 189-198.

(2) Qui e nel seguito gli eventuali pqnti isolati si considerano come 
circuiti degeneri. La circostanza che per n = 2, n~3 l’affermazione di 
Harnack richiede l'irriducibilità della curva non porta conseguenze nelle 
conclusioni finali.
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2. Già nel piano della Geometria euclidea (piano euclideo) si 
può invece porre il problema del massimo numero di continui di 
cui possa constare la parte reale di una curva algebrica reale r 
d'ordine n.

Introdotta perciò nel piano proiettivo una retta frontiera (la 
retta impropria) tali continui saranno o circuiti (al finito) o « seg­
menti » (cogli estremi sulla retta impropria).

Sia k il numero dei circuiti della parte reale di r nel piano 
proiettivo, q il numero di quelli fra essi sui quali sono distribuite 
le j intersezioni reali distinte di r colla retta impropria (conside­
randosi però come distinte le intersezioni su rami distinti ed esclu­
dendosi quelle eventualmente dovute a punti isolati).

Si avrà :

(2) 1 oppure q —- — 0.

La parte reale di r nel piano euclideo consterà allora di k — q 
circuiti e di j segmenti, onde il numero totale dei continui sarà:

(3) c = — q+j

e dalle (1), (2) si dedurrà:

(n — 1 )(n — 2)
---------ß--------- +

ottenendosi
(n — 1 )(n — 2) n(n — 1)

(4) c =---------2-------- — ------- 1-1
solo per: e
~ r. (n —ì)(n —2) .(5) k =--------- ----------- 4-1, q — 1, j — n,

D’altra parte per ogni valore di n è nota Pesistenza di curve T 
soddisfacenti alle due condizioni seguenti:

I) . La parte reale nel piano proiettivo consta del massimo nu­
mero di circuiti. '

II) . Esiste una retta le cui n intersezioni con r sono tptte 
raccolte su un circuito di questa (e tutte distinte).

Tali sono le curve che intervengono . nel procedimento ricor­
rente di A. Harnaok (3) e le curve dette « generatrici bifronti » (4).

(3) Cfr. (»), pag. 195-196.
(4) L. Brusotti, Sulla generazione delle curve piane di gènere p dotate 

â p 4-1 circuiti, « Rend. 1st. Lomb. », (2), 43 (1910), pag. 143-156 (a pag. 146) ; 
Nuovi metodi costruttivi di curve piane b ordine assegnato dotate del mas­
simo numerò di circuiti. Npta IV, Ibid., (2), 49 (1916), pag. 4Ö5-510).
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Se. coni’ è lecito, la retta che interviene in II) si suppone coin­
cidente con quella impropria, sono soddisfatte per T le condizioni (5).

Onde si conclude:
Nel piano euclideo la parte reale di una curva algebrica reale 

di ordine n consta al più di
n(n — 1)____ + 1

continui e tale massimo è raggiun to ; nel caso di massimo i detti 
...... . (n — l)(n — 2) . .

continui si ripartiscono m - ------- ----------  circuiti ed in n seg­
menti ».

Osservazione. — Sotto altra forma si può affermare che le so­
luzioni reali e finite di un’equazione algebrica a coefficienti reali 
in due incognite si distribuiscono al più in

n(n — 1)

continui e che tale massimo è raggiunto; nel caso di massimo i 
-, . . (n — 1 \(n — 2)
detti continui si ripartiscono in --------- ----------  continui rientranti
in sè ed in n continui aperti (questi soltanto con soluzioni a valori 
assoluti grandi a piacere per una almeno delle incognite, ma di 
regola per entrambe).

3. Si passi ora a considerare il problema del massimo numero 
di continui per la parte reale di una curva algebrica reale nel 
piano della Geometria iperbolica (piano iperbolico).

In esso, poiché la nozione di curva algebrica è proiettiva, è 
essenziale, con F. Klein (5), subordinare la Geometria iperbolica 
alla Geometria proiettiva, identificando il piano iperbolico colla 
regione del piano proiettivo interna ad una conica Q a punti reali, 
assunta come assoluto nel senso di Cayley-Klein (6). in armonia 
con una nota rappresentazione di E. Beltrami (7).

(5) Cfr. specialmente F. Klein, Ueber die sogenannte Nicht-Enel idische 
Geometrie, « Mathematische Annalen », 4 (1871), pag. 573-625, a pag. 607, 
oppure « Ges. math. Abhandlungen », 1 (1921), pag. 254-305, a pag. 287.

(6) Cfr. (5) ed inoltre A., Cayley, A sixth memoir upon quantics, « Phil. 
Trans, of the R. Soc. of London »,149 (1859), pag. 61-90, oppure « Collected 
mathematical papers », 2 (1889), pag. 561-592, a pag. 586.

(7) Cfr. E. Beltrami, Saggio di interpretazione delle Geometria non 
euclidea, « Giorn. di Matematiche », 6 (1868), pag. 284-312, specialmente a 
a pag. 290, oppure « Opere matematiche », 1 (1902), pag. 374-405, a pa­
gine 380-81.
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Introdotta ancora nel piano proiettivo la parte reale di una 
curva algebrica reale r,yessa, prescindendo dalle eventuali interse­
zioni con fì, in generale consterà di una parte interna ad O, da 
considerarsi come parte reale nel piano iperbolico, e di una , parte 
esterna, da considerarsi invece, nel senso della Geometria iperbo­
lica, come parte ideale.

Per semplicità di discorso si supporrà che P non abbia su 
punti multipli e non abbia con essa contatti, pur avvertendo che 
il risultato finale è indipendente da tali restrizioni.

Dopo ciò, detto ancora k il numero dei circuiti della parte reale 
in senso proiettivo, sia kY (risp. k2) il numero di quelli che sono 
totalmente interni (risp. esterni) ad Q e q il numero di quelli su 
cui si distribuiscono le 2j intersezioni reali con O, di cui risp.

N,, 2\jq

sui singoli circuiti

7-') 7s, , 7s, 
con

+ h

Ora le 2jt intersezioni su 1° dividono in 2jt segmenti, di cui 
intei ni ed jt esterni ad f>.

Ne segue che nel piano iperbolico la parte reale di T consta 
di kl circuiti e di j segmenti (mentre la parte ideale consta di kt 
circuiti e di j segmenti).

P dunque nel piano iperbolico

c = kx -+- j

il numero dei continui della parte reale, ed, avendosi

, . - 7^7 y < ~ 1)(^ - 2)1 ^q<J < k — q < k — 1 <—-----g--------,

oppure
, (n — l)(n — 2)

q = j — 0. 1 < n, kx^k<------—g-------- - 1,

sarà in ogni caso:
(n — 1 )(n — 2)-------- ß--------- + «

e si avrà :
(n — 1 )(n — 2) n(n — 1)
c =---------n = —.......................1
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solo quando valgano insieme le

j = n, ---------2--------- ’

il che implica

4, Per dimostrare che tale massimo per c è raggiunto basterà 
dunque provare l’esistenza di curve r piane algebriche reali di 
ordine n comunque assegnato, la cui parte reale in senso proiet­
tivo consti del massimo numero di circuiti e per cui esista una 
conica Q a punti reali, alla quale siano interni tutti i detti circuiti 
salvo uno secante O in 2n punti; indi assumere Q come assoluto.

Si parta (num. 2) da una r (d’ordine ri} la cui parte reale in 
senso proiettivo consti del massimo numero di circuiti e per cui 
esista una retta (reale) g le cui n intersezioni con T siano tutte 
raccolte su uno di detti circuiti (e tutte distinte).

Se, in un riferimento proiettivo reale, è

u = 0
F equazione di g ed è

f=0

quella di una conica reale non avente con g intersezioni reali, 
l’equazione

u2-+-v=o,

per X reale, di segno opportuno e di valore assoluto abbastanza 
piccolo, rappresenta una conica Û dedotta dalla retta g contata due 
volte mediante « piccola variazione » per totale sdoppiamento ed 
includente nella regione interna tutti i circuiti di T non secanti g.

Invece il circuito di F secante g in n punti taglierà fì in 2n 
punti distinti, distribuiti in n coppie ottenute per sdoppiamento 
dalle n intersezioni di F con g.

Segue :
Nel piano iperbolico la parte reale di una curva algebrica reale 

di ordine n consta al più di

" — ì> , t
2 4-1

continui e tale massimo è raggiunto; nel caso di massimo i detti 
. (n — l)(n — 2) . . , .

continui si ripartiscono in ----------------- — circuiti ed m n segmenti.


