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. CCOLE NOTE

Il teorema di Abel per le serie doppie
e la sua generalizzazione.

Nota di J. C. VieNAUX (a Buenos Aires).

Sunto. - 8¢ dimostrano alcune proposizioni relative alle serie doppic di
potenze di due variabili reali.

1. 11 classico teorema di ABEL relativo alle serie di potenze e le
sue generalizzazioni di FroBENIUS ('), di HSLDER (3 e di BroM-
wicH (°) furono estese alle serie doppie di potenze da BROMWICH-
HARDY (4) e da C. MoorE (°).

In ‘questa Nota propongo un’altra dimostrazione del teorema
di ABEL e poi dd un teorema che contiene, come caso particolare
i teoremi di ABEL, FROBEXIUS e HOLDER ner o serie doppie.

Data una serie doppia B
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diremo che converge stabilmente se ‘essa converge (PRINGSHEIM)
ed esisfe una costante positiva M, tale che (%)

N |sm, n| <M (m, n=0,1, 2..)
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Fne o jioa'j'

Se la serie doppia. (1) é convergenie stabilmmenie con somma s, la
serie doppia di polenze
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() G. FroBENIUS, « Journ. . Math. », 89, 262-264 (1880).
(®) O. HOLDER, « Math. Ann.>, 20, 535-549 (1882).
() T. J. I. BROMWICH, « Math. Ann.», 63, 350-869 (1908).
(¥ BroMwIcH and G. H. HARDY, « Proc. Lond. Math. Soc. 5, (2), 2, 161-189
{1904). .
(%) C. N. MOORE, «Trans. Amer. Math..Soc. », 14, 73-104 (1913).
(®) Condizione di finitud (HARDY-BROMWICH).
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di due variabili reali x ey com:mge nel dominio ||x| <1, |y| <1}
.ed &
lim f(x, Y)—=s.

@ y-—1
Consideriamo due successioni {a;}, ;| tali che x,—1, y,—1
il teorema sara dimostrato se si' prova che

lim f(wu Yy)=s.
G, j)—

Per ipotesi, la successione s, . converge stabilmente (!) ad &
per (m, n)—oco, e la successione doppia di matrice

|42

-
>

dove o ‘

A‘,:i,]l'l — (1 — xi) (1 —_— ?]J) 2, yj“
soddisfa alle condizioni necessarie e sufficienti di TorpiLITzZ-RoO-
BISON (%) perche la trasformata : g

6y, 4 == Z 2 Am, w8 =01—2)1—y) ? 02 S, XY

m=0 n=0

converga verso lo stesso limite s quando (i, j) — oo.

" E bounded convergént secondo la terminologia di H. J. HAMILTON,
On transformations of double series. « Bull. Amer. Math. Soc.», T. 42;
Transformations of mulliple sequences, « Duke Math. Journ.», T. 2.

(3} G. M. RosisoN, Divergent double sequences and series. (« Trans. of the
Amer. Math, Soc. », V, 28 (1926)). - H. J. HamiLtox, L c..

La proposizione citata stabilisce che affinché

o0 0o

lim 2 3 ikt Tt = T,
m, e 00 k=11=1

quando
lim «,,,=un,
M, N =—> 0O
& necessario e sufficients che
a) Hm  @,,, =0 per ogni k ed I;
m, n— 00

oo 0o :
b) £ 3 |@yun| converga per ogni m ed u;
k=1 1==1

¢) lim 2 2 lamnlxl =13

m, n — 00 k=1

d) lim Eila,,mkl)zo per ogni 1;

m, n— 00 k=

0. §
e) lim 2 | @] =0 per ogni k;
m, n— 00 =1

oo 0o .
n= 12‘§ @it | = A per ogni m ed n;

¢i0 che si verifica facilmente nel nostro caso.
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Avendo presente che

00 o0 oo oo‘ 3
(1 - wi) (1 - yi) E E 81, nmim yj" = ? % (L7 x™ yj” = f(fl);. 1”_7’)7

allora si ha
f (mi ’ y?) = 8.

Questo teorema sussiste pure per le serie doppie convergenti
regolarmente ('), perch®, come facilmente si prova, ogni serie rego-
larmente convergente & pure stabilmente convergente.

2. Metodo di Cesaro (C, », s)., — Consideriémo la serie doppia

r's

00 0O
(1) 2Za,,.,
00
e poniamo
(r, 8)
m, n
Cons m — A(,-, 3) ’
dove
s (m+r—i\(n+8—j
S("': 8) — poR a.
m, n 1._0 =0 ~ ijy

A(r,s)_<m+7')('n+s S+p\ rG+p+1) |
WA=\ m )\ )\ p )JTIEFOMp T

si dice che la serie ddppia (1) @ sommabile CEsaRo di ordine (C, #, s)
o sommabile (C, r, s) (r, s> —1) quando il doppio limite
@) lim o, =38,

My N —s 00

ms "

esiste ed & finito. I1 numero S chiamasi somma della serie doppia
. data.

Diremo che (1) & sommabile stabilmente Cyr, s) se oltre ad esi-
stere il limite (2) si verifica la condizione

S(r5 3) B
(m, n=0, 1, 2,...)
(" s}
| A
dove C & una costante positiva. ’ .

Per r — s = 0, risulta allora

©

Gm, n =

=3

L2

(') G. HARDY, « Proceedings of the (‘ambrldge Philosophical Society »,
Vol. XIX, p. 86 (1917).
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dunque la sommabilita (C, 0, 0) e la sommabilith stabile (C, 0, 0)
coincidono rispettivamente con la convergenza e con la conver-
genza stabile.

Se la serie doppia di potenze

oo 00
f(x7 y) — 2 2 aﬂh n x1" y“
00
converge nel dominio {|a|<<1, |y|<1!, si ha

o0 oo r 'S)
a xm " (1 —_ x)r+l(1 _y)s+l 3 X Smi, n yn .

Tooo
2 mmn
0 m==0 n=0

oM

e reciprocamente, per v e s intero e positivo. I’ ugunaglianza si veri-
fica pure quando » e s sono numeri reali (# > —1, s/-——l) ey
nel detto dominio.
- Proveremo ora il seguente teorema:
Se la serie doppia (1) & sommabile stabilmente (C, v, 8), (r > —1,
s > — 1) con somma s, la serie doppia di polenze

oo 00
(3) fle,y)=22a,, ,a"y"
delle variabili reali x e y converge nel dominio {!x|<<1, |y <1!
e sé ha ,
lim flx, y)=s.
(, y) —1
Per ipotesi, la successione doppia
Son,
s 0 — W
m n
tende per (m, #)—oco al suo limite s, e di pii
“) [om ] <C, 4 (m, n=0, 1, 2,...).

Pertanto la relazione

00 00 0o 00 .
S Za,, 2"y =1 —x) T (L— gyt S S Sm na"y,
00 3 0

ci da, secondo le (3) e (4),

o o oo (54 m\[s+Nn
S Sy | < Ol —ap 1y 3 (" )( )
109 J m=0 n=0 m

di sorta che per
le|<p<l, |y|<u<t,
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il primo membro ha per maggiorante la serie doppia convergente
r+m\ (8 +n
<1+p)’+*(1+w*+'2 (T e

cid che ci prova la converg  nza della gerie doppia (2) nel dominio
Hee| <1, |yl<<tl.

Ora consideridimo due successioni di numeri |«;{, {y;! apparte-
nenti a- questo dominio e tali che x,—1, y,—1; si ha allora

%0 o m+r\(n +78
f(x,», y,) = (1 —-xz')"ﬂ (1 - yj)H’l 02 E % m ( r ) ( 8 )xim yjny
(4, J)
flz:, Y;) = 20 anm, 1 n
m—=0 n=

dove abbiamo messo

. P + s
as@»’.’:@ — (m —;— ") (’n i >(1 _ x{),--&-l ‘1 _ yj)s+l ™ yjn‘
Poiché la matrice doppia
a2
soddisfa alle condizioni del teorema di ToEPLITZ-ROBISON menzio-
nato (}), risulta allora che

oo o0
(& 5)
2 Z GO, S
m=0 n=0
ciod

'

lim f (xu Y=

(3, j) —+ o0

Per r =s—=0 risulta come caso particolare il teorema di ABEL-
BromwicH-HARDY, e per r==s=1 il teorema di FROBENIUS-
BroMwicH-HARDY. )

8. Data la serie doppia (1), diremo che essa & sommabile rego-
larmente ( C r, 8) se la successione doppia o, , converge regoiar-
mente. »

(!} Cid si prova immediatamente tenendo presente che

S 60
}} > m,n——(l wh+l(1_ﬁy])s+£2,2

- m) (s ~+- %0
m=0 n=0

S —
r s )%’3"%

0 00 (,J',) l (11—-.17 ,)r-:-i (}1__:,/] ’)8+l
3 = N..
m=0n=0 i 1 ‘ x; ‘ 1 !yl l R <
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Poiche ogni serie regolarmente sommabile (C, #, s) & pure sta-
- bilmente sommabile (C, r, s) con eguale somma, il teorema prece-’
dente sussiste pure per queste.

Questo teorema stabilisce anche la relazione fra la potenza dei
metodi di sommazione di ABEL e di CEsaro (C, #, s).

La serie doppia (1) & sommabile ABEL con somma S, se la serie
di potenze i

o0 00
f(w’ y) = % 20 amn xm ynf

converge nel dominio ||x| <1, |y|<1} ed &

lim f(x, y)=S.
(=, y)—’l

Risulta allora che ogni serie sommabile (C, 7, s) & pure somma-
bile ABEL. .



