BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA
ITALIANA

MARIA CIBRARIO

Sull’ esistenza di un integrale
doppio

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 1,

Vol. 17 (1938), n.3, p. 187-190.
Unione Matematica Italiana

<http:
//www.bdim.eu/item?id=BUMI_1938_1_17_3_187_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale é consentito
liberamente per motivi di ricerca e studio. Non é consentito
’utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le copie di
questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1938_1_17_3_187_0
http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1938_1_17_3_187_0
http://www.bdim.eu/

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Unione
Matematica Italiana, 1938.



PICCOLE NOTE ’ 187

\
Sull’ esistenza di un integrale doppio.

Nota di MaRriae CIBRARIO (a Torino).

2

Sunto, - « Considerato un mtegrale z(x, y) dell’ equasgione : '’

2 [t 0 22+ b0, ) S| L ot ) 2 el 2] — i gy,
@=0; c>0 f=0: ac—8=0), '

definito in un campo limitato D, si dimostra che per la z(x, ) esiste

Uintegrale :
02 5 22 ae o= .
ro = [|of) 2 5 5 )+ oo

nell’zpotem che vi sia una funzione u(x, y), definita in D e i soddz.
sfacente certe condizioni, e assumenle sul contorno di D gli stessi va-
lori dell’ integrale 7(x, y), ¢ che esista U integrale 1(n). Si dimostra inoltre
che é sempre I(z) <<I(u) ». .
Sia data la pid generale equazione autba.ggiunta del secondo
ordme : : ‘
N [ 0z ozl :
A1 al@, ) 2 + bl -]—o—-— b(x; y) — + clae, y) — | — =
At (,y) (,y)ayJ o bl y) o c{,y)ay = @, y)z =0,
: dove le a,b,¢, f sono definite in un campo limitato D, contorno in-
cluso, e ivi continue e limitate colle loro derivate prnne (*), e sod-
disfano in tutto D le diseguaglianze: ce

) alw, P =05 oz, y)=0; flay) = 0; ac—b=0.

L’ equazione (1) pud dunque essere in D ellittica o pa,rabolica. 0
ellittico-parabolica, ciod ellittica in ‘tutto D, tranne in certi punti
{o lungo certe curve), in cui & ac —b*'=0; pud darsi pure che vi
siano in D punti, in cui--a, b, 6 si annullano contemporaneamente.
Sia z(x, y) un integrale della (1), ‘definita nel campo D, continuo
all’ interno e sul contorno di D, e avente derivate prime © seconde
finite e continue mei punti imierni al campo D; come & ben noto,
non & detto che per tale mtegrale 2(x, y) esista I’ mtegrale

U | I(z>~ /fm)dwdy

-~ (') Basta che esistano, siano continue o limitate in D, contorno incluso,
le derivate a_a &% % o ‘
7 e’ pw’ ay ay
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dove &:

_ {oz 02 0z 0z »
(4) Mz)=a ax)+2b%5?-!+c(ay>+f

Vogliamo qui dimostrare il seguente teorema:

« Se esiste una funzione u(x,y), definita nel dominio D e ivi as-
solutamente continua, assumente sul contorno di D gli stessi valors
dell’ integrale z(x,y) e avente derivate prime a quadrato integrabile
in D, e se di conseguenza esiste 1 integrale I(u), allora esiste pure
I integrale L(z) ed é:

: I(z) << I(u) ».

Nel caso dell’equazione di LAPLACE e dell'integrale di DIRICHLET,
il teorema & moto da tempo (*); esso & stato poi dimostrato da me
in un lavoro recente (}) per un integrale dell’equazione ellittico-
parabolica :
2h—2 i)i'_z + a’_z = 0.

Ie?
Y x* ay?

Si riprende qui, con qualche modificazione, la dimostrazione,
data in tale lavoro, estendendola all’ equazione (1); la natura, molto
generale, di tale equazione e del risultato cosl ottenuto mi fa sem-
brare di qualche interesse questa estensione.

Posto:

() o, y) = 2, ) + i, ).

le w(x,y) risulta continua in tutto D e nulla sul conforno di D. Si
scomponga il dominio D nei tre insiemi 4, B, C, in cui &, rispet-
tivamente : ‘ ;

W(%y)>0;, nix,y) <0; W(w»y)=0~

Poiche in C & z(x, y) = u(x, y), & anche:

(6) f f Me)dwde = f f Miuydady .
C C

Sia ora | h,} una successione decrescente di numeri positivi e
sia lim h,=0.
N = 00

Sia 4, il campo formato dai punti, in cui & w(x,y) > h,; esso

"(®) V. per esempio: R. CouraNt, Ueber die Existensztheoreme der Po:
tential-und Funktionentheorie, « Journ. f. Math. », B. 144 (1914}, pp. 190-211;
v. in particolare § 1, « Hilfssatz > 111, pp. 194-196. :

(3} M. CiBrARIO, Il principio di minimo e le equazioni di tipo misto
ellittico-paraboliche, « Rend. del Circolo Matematico di Pa.lermo », L LXI
anno 1937-XVI. V. per questo il § 3, Lemma.
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o costituito di punti tutti interni al domimio D ; dunque le deriva
w02 o . sercid anche lo 20, M somo a quadrato in-
s’ oy ox’ oy 0 oy '

tegrabile in 4.. Dalla (5) segue:
() f f Mw)dady = f f M(z)dxdy + f f Miw)dady + 2 f f Miz, w)dady,

dove si & posto: !

oz ow 2ow oz ow oz o
-—_— 0 — — — —_— + 21 .
® Maw)=az oo +0 (axay + ayax) T ey f
Se in 4, si pone: ‘
v(, ?/) == w(a;] Y) — h; )

-in 4, ® o, y) >0, e vz, y) =‘6 sul contorno di Aa.
In A, le funzioni

.(ai;%_,_b ),,(w,y), 7 (b(%a— c—)v(x,?/)

sono assolutamente continue e nulle al contorno; & dungue ():

f/ 696[( o ZZ) ’(9", y)y dedy =0,
f/ay[ gi 5?;)”(% y)] dedy=0, =~ - |

~ da cui segue sublto, tenendo conto della (8):

ﬂ Mz, v) dacdy =

= [ ofiale - R

© poichs z(a:, Y) é, per ipotesi, un integrale della (1):

f f Mz, v)dxd}j =0,

Ma Mz, w) Mz, v) + fix, yh,z;

(Y) Se una funzione F(a;, y) & assolutamente contmua in un campo p
& nulla sul contorno di p,

oF - ;
L :

(V.: M. Cisrario, loc. cit. nella nota (%) v, in pa‘rtiéolare il § 8, nota
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dunque dalla (7) segue: ,
f f Mie)dady + f f Miw)dwdy = f f Miw)dedy — 2h f f fle, y)elas, y)daedy .

Per‘lpotes1 le funzioni fix, y), z{a, y) sono contmue e limitate
in D; poich# il campo A4, & una parte di D, &:

[[ i et yyaway | < [[ | A, et ) | dwdy = 1,
4, D -

dove H & un numero ben determinato. Si trova cosl che:

9) / f M(z)dady < /]M(u)dxdy + 2Hh, < f / Mw)dady + 2Hh,,
4 ) A

perchd per le ipotesi fatte 1’ espressione M{u) & positiva o nulla in
tutto il campo D e integrabile in D, e il campo A, & contenuto
in 4, che & una parte di D.

Al crescere di » l'integrale a primo membro della dlsegua-
glianza (9) cresce, ma non illimitatamente, perché esso non pud
superare il secondo membro, che & limitato, essendo per ipotesi .
0<h, <h,. Al tendere di » a infinito, il campo A4, tende al
campo A, e h, tende a zero. Hsiste dunque:

f Miz)dwdy = lim f f M(z\dedy,
‘A 7 =~ 00 "
ed &:
{10) M(z)dxdy < || M(uw)dady .
=]
Analogamente si prova che:

(11) / / Me)dady < f f Mudedy .
B B

Poiché il campo D & stato scomposto nelle tre parti A, B, C,'
dalle (6), (10) e (11) segue subito che:

/ /D Mip)dwdy < f /D Mw)dxdy ,

cio® che esiste I(z) ed &: ;
T(e) < I(w).

I1 teorema & cosl completamente dimostrato.



