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PICCOLE NOTE 1ÏV

Â proposito di aleuni Criteri di confronto 
per le equazióni di differenziali del secondo ordine.

Nota di Ida Groppi (a Trieste).

Sunto - In questa Nota si dànno condizioni sufficienti perchè da yda)<y2(a), 
yi(b)<y2(b) segua y1(x)<y2(x) in tutto a<=x<:b, y{ e y2 essendo so­
luzioni di due equazioni differenziali del 2° ordine di tipo normale.

Per le due equazioni

y"(x) — f(x, y, y'), y"(x) = g(x, y, y’[^



180 bollettino della unione matematica italiana

con 5 g,fv'9 gv', f/, gv’, continue nello strato
S : g<a;<b, — oo < «/ < oo, — oo < t/' < oo

e verificanti le
f(as, y, y') ïS s(l«, y, y')

y, y')>0, gv(x,y,y'}> 0,

si sa (*) che se i/Jæ) e sono due loro rispettivi integrali veri­
ficanti le
(1) yiW>y,(a), y^Z^y^b),
allora
(2) yi(x)>yt(x), (a-C x < 6).

Questo criterio comprende come caso particolare il seguente teo­
rema :

L’unicità di un integrale y\x) della

y" — f(-v, y, y')
verificante le condizioni

y(^} — y0, y{xl) = y1

è assicurata se f(x, y, y') è continua con le sue derivate fy(x, y, y') 
e fyr(x ,?/, y') nello strato S ed è non decrescente rispetto alla y (2).

Ora è noto che questo teorema di unicità vale anche se, soppri­
mendo ogni ipotesi circa le derivate di f, si suppone f crescente 
rispetto a y oppure non decrescente rispetto y e monotona ri­
spetto y (3).

In questa Nota mi propongo di mostrare come i ragionamenti, 
che permettono di ottenere questi ultimi risultati, si prestino a 
sostituire le condizioni che compaiono nel criterio di confronto 
ricordato con uno dei seguenti gruppi di ipotesi :

(I) /(«, y, y’} < à y, y'ì

(*) Il criterio è di M. Picone e si trova enunciato nella Memoria di 
di C. Miranda, Teoremi e metodi per V integrazione numerica della equa­
zione differenziale di Fermi, « Reale Accademia d’Italia », vol. V, pag. 21.

(2) R. Caccioppoli, Problemi non lineari in analisi funzionale, « Ren­
diconti del Seminario Matematico della R. Università di Roma », serie III, 
vol. I, pag. 20.

(3) G. Scorza Dragoni, Il problema dei valori ai limiti studiato in 
grande per gli integrali di una equazione differenziale del secondo ordine, 
« Giornale di matematiche di Battaglini », voi. 69, §§ 6, 7 ; A proposito di 
alcuni teoremi relativi ad un problema ai limiti per una equazione diffe­
renziale del secondo ordine, « Rendiconti della R. Accademia dei Lincei », 
serie III, vol, XII, pag. 44.
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li t e g una almeno non decrescente rispetto ad y;

(H) /■(», y, y'] < g(x, y, y'\
ed f (o g) crescente rispetto ad y;

(in) f(«» y, y') sl-r, y,y'} ■ .

ed f (oppure g) non decrescente rispetto ad y e monotona rispetto 
ad y'.

1. Esaminiamo il primo caso supponendo la f non decrescente 
rispetto ad y.

Poiché valgono le

M yt(a), yAty^yJb},
se in tutto (a, ò) non è vera la

(2) ySx}>yz(x)

si potranno sempre trovare almeno due punti an bz tali che

(3) yx(x) < yt(x) se ax < x < bx

e in maniera che in aì x^b1 esistano due punti x1<Zxi dove

(4) yi'&i) <■ yi\xi), »/(«.) >?/,'(«J-

Poiché e t/2'(æ) sono funzioni continue, da tali disugua­
glianze segue che nell’intervallo xx < x < vi deve essere almeno 
un punto dove le due funzioni sono uguali.

Sia £ i] primo punto, procedendo da x1 verso xt, dove

(5) y>'® = yt’&
Nell’intervallo x} <x < l varranno allora le

(6) y^x) < y/x), y^x) < y^x),

mentre per le ipotesi fatte sulla f si ha

— f&, y^), »/(')) < Urst), #»'(?)) < Si', </,'(£)) — U-"il> ;

ciò che unito alla (5) ci permette di affermare che in un intorno 
sinistro di ? è

yx’(x] > y^x\

il che contraddice la seconda delle (6).
Analogo ragionamento vale se f è funzione crescente di y ed 

è s<S-

2. Supponiamo ora f g ed f non decrescente rispetto ad ÿ e 
monotona rispetta a y'.

Se f è non decrescente rispetto ad y e y' si scelgano come sopra
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i punti an xl9 xt e 5. Nell’intervallo xv<Zx varranno an­
cora le

< y2(x), y^x} < yt'(x), 
da cui, in tutto x1 <: x <

»/» — f» 2/1(35), y/(a:)) < f{x, yt(x}, yt») <, g(x, yt(x), yt'(x))==yt’\x\; 
mentre dalle

2/l'(351) < 2/t»), ÿ/(5) = »,'(?)
segue che vi deve essere almeno un punto di detto intervallo dove

> »/'(«)•
Se f è non decrescente rispetto 1/ e non crescente rispetto y' 

si scelgono ancora come sopra i punti a15 bì9 x19 xi9 mentre r\ sarà 
il primo punto procedendo da xf verso xx dove
(7) yt’M = y»»;
in t\ < x x2 sarà allóra

2/1(35) < yt(x), y/» > y,
da cui in tutto y <Zx <2 xt

2/1'» = /» 2/i(j»), j/i») </» «/,(«), y,»)<à y», yt») = y/», 
mentre dalla (7) unita alla y^xj > segue che in almeno 
un punto deve essere

y1'»>yt/».
Analoghi ragionamenti valgono se si fanno sulla g le ipotesi 

fatte sulla f.
Le nostre affermazioni sono così completamente dimostrate.


