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Sui determinanti circolanti.

Nota di LETTERIO ToscaNo (a Messina).

Sunto. - L’'Aulore, continuando precedenti ricerche, calcola le radici di al-
cune equaszioni a matrice circolante di tipo (w); particolarmente a ma-
trice circolante (w=1) e gobbo-circolante (n»=—1).

1. Nella mia precedente Nota L’ equazione secélare a matrice cir-
colanie (') ho calcolato le radici dell’equazione secolare

4, —x a,

®,, (o) =

. . . .

a

"

a, Ag— & Ay .

a,

Seguendo lo stesso metodo si possono pure calcolare le radici
di altre equazioni a matrice circolante, gobbo-circolante, o piu in

() « Rend. R. Ace. Naz. Lincei », serie 6%, vol. XXV, 1° sem. 1937,
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generale a matrice circolante di tipo (w) (*), e cid sarad fatfo in
questa Nota, ritrovando in casi particolari quelli della Nota gia
citata e dall’altra mia su Una equazione a matrice circolante (3.

2. Ricerchiamo dapprima le radici dell’equazione

a,—x a, a, e Ay @y,
a, a,—o.x o, “ @, o,
P (@) =g a ay— % ... wa wa, =0
.
(1, 0, 1) 3 4 (] r 1
a, wa, wa, - 0q,_, 0O, — e x|
2rn 2rr
con w==+1 e ¥, == €08 - 44 8en — - (r=1,2,..,m).
Sia X una radice della ® (x) = 0: allora sard possibile soddi-
sfare il sistema m, ;1) '
ax, + 0, +0x; +..+0, x, _ +ax, =),
Ay, + Ay + AL + oo+ BT, + wax, —lx,

)
’ y — gy =1
@, 3, 4 OOTy + OUALy + oo 4 OB, X, )+ O@, Xy, = M, g,

con valori non tutti nulli delle ,,,,..,,.
Posto ~
oY) = @, + Ay + Ay + ... + a,y"?

© denotando con ¢, la radice n-esima di w ==+1, uguale ad «, per

28 -+ 1) 2s + 1)n

w=1 e a f,=cos (2 p * i -+ ¢sen (——~) (s=1,2, .., n) per
w=—1, si ha: -

a’l + azss + a’assg + o+ an"lss”—g + aﬂs’n_l = ?(58)

’ - .1

Ay + Bgss + ae’ 4+ o+ A"t + wa,E"t = = Ples)

@) : .
2 2 n—1 1
a, + 005 + OALE + ..+ wan_,es”— + wan_, = o oleg).

(®) V. AMATO: Sui gobbo-circolanti (« Note e Memorie di Matematica », -
vol. I, 1921) I, gobbo-circolanti e ¢ divisori di zero di un particolare s@stema
di numeri complessi ad n unitd (< Annali di Matematica », serie 3%
tomo XXXI); Sui circolanti e gobbo-circolanti (« Memorie R. Ace. di Acl-
“reale », serie 4% vol. II, 1924-95); Su alcune proprietd dei circolanti di
tipo (v) (< Note ed Esercitazioni Matematiche », vol. V, fsfc. II, 1927);
Sui circolanti a matrici, di tipo (v) (< Boll. Acc Gioenia in Cata,ma »
fase. LXV, serie 2%, 1933).

(®) «Boll. Un. Mat Italiana », anno XIV 1935.
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. Cid fissato, moltiplichiamo le # equazioni del sistema (1) rispet-
tivamente per 1,e,¢? ..., "' o sommiamo tenendo presente le -
(2); si ha:

2. 2 — — — —
Noe, + ayu,e, + aqm,%,2 + o b & T MR e g g Mg 1] =

1

N1
" g

n—1

1 1
= cp(ss)[xl + w,s—s + xsg; + o+ Ty ; i +x,

. ovvero

@) Moo = @(ss)f(é)

con fly) =x, + xy + oéay'z + oyl
Supposto ora w =1 si ha &, =« e la precedente (3) diventa

(4) )‘f(“r«l-s) = cP(Qc‘ﬁ‘)f(a‘n—s) .
Inoltre, come gia si & dimostrato in ('), le espressioni f{«,) sono

diverse da zero.
n—r
2

Ed allora per s = con n ed 7 entrambi pari o dispari si

A= (“n—r);
2
r - .
per s=mn — 3 con r pari si ha la radice
)\=cp(oc ,.),
"o

mentre moltiplicando la (4) per 1’altra analoga

)‘f(“n—s) = “P(“n—r—s) f(“r-&-s)

ha la radice

si ricava
A= ?(“ﬂ?(un—r—s) *

-

da cui risultano le altre radici.
Concludendo: 1’ equazione @(x)——O a matrice circolante am-
mette la radice 1,7

=

per n cd r entrambi pari o dispari, la radice
A= 9(01”‘ f.)
2/
per r pari, e in ‘ogni caso le altre- radici sono date da
A2 = gletp{mr—s) -
Nell’ altro caso, w = — 1, si ha

%y = “rps = pr—f—s‘a @rﬁa = a;"'s-i-l ’
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da cui in particolare
1

px—#—n = ff's ’ E = ﬁn—s—l ’
e la (3) diventa .

(5) ’ )‘f(ﬁr-l'-s) = cP(ﬁs) f(pn—s—i) .

Inoltre i fattori f(8;) sono diversi da zero.
Infatti serivendo il sistema (1) nella forma

6,0, + X0, + X0, + ..+ X, 0, +2T.0a, = M’i
OX0, + OX0y + VX, A5 + ... +0OX,.Q, +wxa, = )\“rn-lw%
OL,0, 4 By + Byl ¥ e 4 Xy o+ T, 0, = AT,

(con w = — 1), e riguardandolo rispetto alle incognite a,, a;, ..., @,
che assumono valori finiti, risulta diverso da zero il determinante

x, Xy o Xy Xy
w.)cz (J)xa oen wxn xl
wxn xl . xn'-! mn-l

E poiché questo ha il valore (%)

n—1
(- 1")[ 2 Jf(ﬁl)f(.ﬂz) e F(Ba)
ne segue proprio f(5;)==0.
Allora, dalla (5), per s.—:n;;—:l, con n ed r non entrambi

pari o dispari, si ha la radice -

=¢ (ﬁn_r'_l) )
2
per 8 :n——(‘;—l, con r dispari, si ha la radice

)

e moltiplicando la (5) per 1’analoga i

. M (Br—s—1) = $(Bp—y—s—1) f(pr-ljs)

. 8i ha ’
)\2 = (P(p#)?(pn—r—s—l) )

per le altre radici.

-

() Cfr. la Memoria pubblicata negli « Annali di Matematica» in ().
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Concludendo : L’ equazione @ (x) =0, a matrice gobbo-mrco-
lante, ammette la radice m—1,7)

A=¢ (ﬁn_r_;) :

2

per » ed r non entrambi pari o dispari, la radice
A=
(urp)
per r dispari, e in ogni caso'le altre radici sono date da

W = ¢(Bo)P(Br—r—s—1)-

3. L’ equazione @ (x) — 0 diventa particolarmente mnotevole
(n,’v, 7)
quando r =0, e in tale ipolesi passiamo ad ~assegnare le formule
esplicite di risoluzione.
Con ¢, (h < k) denotiamo la somma dei prodotti degli elementi

corrispondenti delle orizzontali di indici h e k del circolante di
tipo (v)

a4 Gy e Oy, Oy
a, a, e Oy, o,
Ay, Oy ... OO,y OO0,

Si ha:
Dok == Qb 4 Qp 3 Op gy = eee = By gy = OC(y Xy +
2 2,
O, ey e ORIy OB, .+
R S Lt Y 1
da cui
Gpr = Pty k—n+1 — PP n—G—m0419

e per brevith indichiamo ¢, , con ¢,,.

Con tali notazioni, indicando con ¢ il coniugato di ¢, ed osser~
vando che . ‘
g + g = wfgn—r + gn—r),
si- ha

. ) 2 4 e
Uegoles) = gy + 9yles + &) + ales® + &) +

_ 1 . -
o +gyler1 4 e 5 Pot+1(es® + &%) . per m=2w

e ) .
2ea)(en) = g1+ Galest o) + ales®+ &%)+ o  Gutaler %) per n=2v+1.

Allora per » == 1 si hanno le formule risolutive gi fissate nella
citata nota (1), e per v = — 1 aggiungiamo che le radici dell’ equa-.
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zione ¢ (x) =0 sono date dalla

(#, —1,0) :
28 + 2s + 1)2n
*qal+2q>,cos(-——~2%—+2‘acos(——2v + ..

2 Hv—1)= -
e + 20, cos(i’_%——)it (8=10,1,...,v—1)

per n=2v, e dalle '
A=, — a4+ 0, — ... — @,

s + 1)m (28 + 1)21r
2t = ¢ + 2?2 Cco8 m + 2(?3‘008 T—T—_l——

(28 + 1=

2({JV+1 cos —2m— (8 :&, 1, ey V— 1)
per n = 2v+ 1. :
Cosl
+ VaF+ a;?
sono le radici della ® (x) = 0;

, — 1, 0)

a, —a, +a,, = Va,® + a,’ + a; 6,0, + G,0; — 0,0

della @ (1) =0;
8, —1,0)

-+ Va,’ + @, + @7 + a2+ (0,0, + a0, + 4,0, — 0,8,) V2

della ¢ () =0;
‘4’ —ly 0) .
Vo, £, Vit , £ Vo, — 24,
della @ (x) = O. ™ ‘
(6, —1,0)
4. I risultati del n. 2 si possono ancors, ottenere moltiplicando
,il determinante a primo membro della ® (x) =0 per Y altro

n, w, 1)
2 n—1
1 g & .. gt
.
X e 2 n—1 -
1 I R

Infatti eseguendo il prodotto per’ orlzzontah 31 ricava 11 deter-
minante ) ’

Ho) =@ gle) —mas ‘1""1?(51) - “,-M’:,n—’_w
) o ) = na ) gy |

?(en),_f x E.;?(E”) — %8, L . “! ”-_l?(sn) - ""; h—-lw

-
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r .
o) ‘con. n ed + entrambi pari o dispari

Intquesto per § =

. r . n—1r—I1
0 s=mn—g con r pari, se w=1, e §==——5 —— oon n ed r non

“

o . r+1 N
entrambi pari o dispari o s=n — —5— con 7 dispari, se o =—1,

gli elementi della orizzontale di indice s si riducono a ¢les) — 2.
Inoltre sviluppando lo stesso determinante prodotto secondo i
minori di secondo ordine della matrice

4

si vede che tali minori sono tutti divisibili per a? — ¢(e,)(e,..,)-
Pertanto ne seguono facilmente le radici gia assegnate della
@ (x) =0.

(n, w, 1) )
Chiaramente si vede ora che questo secondo procedimento & pil

semplice del precedente (n. 2), ove si fa ricorso alle proprieta dei

sistelni lineari di equazioni; tuttavia & da darsi la preferenza a

quello in quanto & pili generale e si presta bene alla risoluzione

di altre equazioni a matrice, come vedremo qui appresso.

ey —2 el —a Ss'w e & Th(s) — oM

‘CP(“Ea-I-r) — X gy (Es+r) s+rx e &g "_l(f'(es-i-r) - ‘x"'l-les-’-r”—lx

8. Cosl per I’equazione

a, Ay Ay oo Oy Ay a,—o,2

a, a, T a,—2,x wa,
W(@)=|. . «.v v o v e v e e e e e =0,
(n, 0, 1) . - ne—1 )

Ap—1 a, — &, 3 L W) . OC—y OO,y Apy—sy

an——arnx ol Oy oo Oy g O, g OQy,—,

3 ( . : 3 N3
i cui elementi conservano lo stesso significato di prima, si ha

M (Eas) = wegles) [(E5) s
con i fattori f diversi da zero.

R, posto t= ﬂ, con § massimo coi:nune divisore fra n ed r, si
conclude che ¥ equazwne ¥ (x) =0 si scinde in 3 equazioni bi-
nomie di grado ¢ o o f) »

N =l . s;ch(sii}qa(s,'ﬁ) e e
essendo 4,, iy, .., ¢, interi in progressione aritmetica di ragione r,
e dove a i, > n ¢ intenda sostituito il suo congruo rispetto al mo-
dulo . :
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In particolare I’ equazione ¥ (x) = 0 ha le radici
(n, W, ®) .
X == veg4(eq) (Tschirnhausen) ;
I’equazione ¥ (¥) =0, con r ed » primi fra di loro (8 =1), si
(n, v, 7)

riduce alla binomia (%)
A= (— )" ole, Jpley) oo 9le,) 5

¢ Pequazione ¥ (x) =0 al sistema di binomie
v, 0, )
\ 2= 515v+1‘P(51)‘P(P+1)

A== ey o0(e)0(en )

A= eye0,0(s, Je(eyy) -
" Si potrebbe pure considerare 1’ equazione ¥ () =0 con »
(n, v, 7) .
qualsiasi, cioé a matrice circolante di tipo (») generico, e ne segui-
‘rebbero risultati analoghi che non diamo qui per brevitd. Conviene
perd in questo caso studiare 1’equazione nella forma

b, —ax b, b, .. b, b, b, [
("bn bl - arzx bz b bn—a bn‘-i bn‘-—l =0
| wb, wb, ©owby .. wb,—, wb, b —alx

Per o, =1 si avrebbe A = b, + bys + bgs® + ... + b, "1 = g(e) con
e radice #—esima di o.

6. Se poi applichiamo lo stesso metodo al sistema di relazioni

ad, +a,4, +..+a,4, =0C
a4, + a4, + ... +a 4, =0
a4, +ady+ .. +a, 4, =0,
ove A4,, 4,, .., A4, sono i complementi algebrici degli elementi

del circolante ]
’ C=|ay, Ay, «ey & |,

" (%) L’equazione T (xz}) =0, con r ed n primi fra di loro, & stata gia

(n1,r N
risolta nella nota (3) con procedimento diverso, ma nella binomia a cui si
perviene & sfuggito il segno (— 1)»—! = = . Tale ‘segno manca pure nella

Nota di L. Conre: 4 proposifo d’ una equagione ,a matrice circolante
(< Boll. Un. Mat. Italiana », anno XVI 1987), che perviene alla binomia
ancora per altra via.
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e poniamo
r)=a, + ,x + ..+ @,x"1

o)
w@)=A4,+ 4,2+ ...+ 4 "1,
si ha -
C == o)z, )00t
che generalizza la ben nota formula
C=(a,+ t+ . ..+a (4, +4,+ ...+ 4,),

la quale dalla nostra si ottiene per z,=1.
Inoltre per »n pari e »,— — 1 si ha ancora

C=(a, —a;+.—a 4, — A, + .. —4).

7. Infine facciamo qualche considerazione su una particolare
equazione a matrice circolante.
Sia A(x) il determinante di ordine 2v—1
a,—x a, o Oy gy, 1
) = Cgy—1 ) — X oo Quy_g Qyyy
a, a, o yy—y @ ~—~ X

CON by = Oyy—y, (g == Qyy_yy oy By =0y, ,, e trasformiamolo con le
seguenti operazioni: '

1) dggiungiamo agli elementi della prima orizzontale i corri-
spondenti di tutte le altre, eseguiamo cioé sulle orizzontali 1'ope-
razione (1)+(2)+ ..+ (2v—1), e stacchiamo il fattore a,+a,+ ...
o gy — X3

2) sulle verticali le operazioni (1) — (2), (2) —(3), ..., {2v— 2)—
—(2v — 1), e sviluppando secondo gli elementi della prima orizzon-
tale rimane un determinante di ordine 2v - 2

3) sulle orizzontali (di questo ultimo determinante) le ope-
razioni »
’ M+ —1+v—2
G+ + V) v—1)+ =2+ (v—3)

CEY+r D+ v —4)
(2 —3)+ (v —4) + ...+ (1);
4) sulle verticali le operazioni
(D +{2v—2), )+ (2v—3), ., v — 1)) prima
o .
(14+2) +ie (v=1), (2)+B)+ . 4+ (v—1), ., vV—2)+ (v—1) dopo.

Risulta '
AMx) = (@), + Ay + oo + Qgyy — X)A2T),
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dove il determinante A (x), simmetrico di ordine v—1, & cosi for-
mato : nella diagonale principale gli elementi che occupano i posti
d’ordine 1, v—1, 2, ..., v—2 80n0 @, —a,—x, @, —a; — T, ..
“ sy @y — ay — 2, nelle prime diagonali minori (adiacenti alla prin-
cipale) gli elementi che occupano i posti 1, v— 2, 2, ..., v—38 sono

~— O3, Uy — Gy, Gy — Gy, € COSL sUccessivamente. Ed allora cono-
scendo le radici di A(x)=0 e il valore i A(0) abblamo pure le ra-
dici di A(x)= 0 e il valore di A,(0). '

11 determinante A,(0) & stato gia considerato da T. MUIR (%), che ne
ha trovato il valore con procedimento diverso dal nostro, e qui I’ab-
- biamo ripreso per lo studio dell’equazione A (x) ed anche per espri-
mere con esso il valore di un qualsxam circolante di ordine 2v— 1.

Infatti, posto

I a, Gy oo Qyyomy

=] % a; ... O,

b
gyoy O oo Ggyy l
. con le notazioni del n.3 si deduce che il quadrato C* & un deter-
minante del tipo A(0) (dove a, va sostituito con ¢ e quindi
! Pr— P PP o Py Py Py Py
|

C=(—1)—Ya, +wt-ay_,)| 72 P3 P1— %1 o Bz Py Py Py ,

1%y B = By e G — @ G — P |

che fa dipeﬁdere il calcolo di un determinante circolante di ordine
2v —1 da quello di un opportuno determinante di ordine v —1.

(5) Lagrange’s determinantal equation in the case of a circulomt (« Mes-
senger of Math,», XLI, 1911).



