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Sui determinanti circolanti.
Nota di Letterio Toscano (a Messina).

Sunto. - h’Autore, continuando precedenti ricerche, calcola le radici di al­
cune equazioni a matrice circolante di tipo (a>) ; particolarmente a ma­
trice circolante (œ = 1) e gobbo-circolante (ro = — 1).

1. Nella mia precedente Nota L’equazione secolare a matrice cir­
colante (J) ho calcolato le radici dell’equazione secolare

«i — x Kz a3 ... an

*„(«) = «* = 0.

a» - »«-I —«

Seguendo lo stesso metodo si possono pure calcolare le radici 
di altre equazioni a matrice circolante, gobbo-circolante, o più in

(9 « Rend. R. Acc. Naz. Lincei », serie 6a, vol. XXV, 1° sem. 1937. 
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generale a matrice circolante di tipo (<o) (2), e ciò sarà fatjio in 
questa Nota, ritrovando in casi particolari quelli della Nota già 
citata e dall’ altra mia su Una equazione a matrice circolante (3).

2. Ricerchiamo dapprima le radici dell’ equazione

- X <h a3 • Un—1
at a A — a ,.x a4 - an wfifj

d> (cv) — 
(-r, co, r) a3 a4 d5---.. . todj wa, = 0

»n wa1 b>af • “««--, — oc,."-1«

con co = ±1 e a r = cos
2 m . 2rrc 
------ f T sen — n-------------- n (r -- 1,2,..., n).

Sia X una radice della ch (x) = 0 : allora sarà possibile soddi-
«fare il sistema (n, co, r)

alxl 4- atxt 4- a8x8 4- ... 4- an-•læn—1 4- aMa:M = \x{
aìxì 4- a,a-, -+- -+- - -+■ + <->«>«» — Xara;2

anxi -+- + o>«,«z 4- ... +■ ■+- — '^,n~'xn

con valori non tutti nulli delle xl,xi,..., xn.
Posto

*(y) - a, 4- aty 4- a3t/2 4- ... 4-

■e denotando con &s la radice n-esima di w = ± 1, uguale ad a# per 
(2s 4- Ita . (2s 4- 1)tt

<o = l e a % = cos---- ——— 4 t sen------—-----(s = 1, 2, ..., n) per
<o = — 1, si ha:

«i ■+■ «,£s +■ «a£s2 -+- - ■+■ an->hn~ì + «MA’1 —

a, 4- a,ss 4- a4s 2 4-... 4- a„s»M~2 4- w«,®,”-1 == —
(2)

a„ 4- oi«,Lx 4- <0«2L,2 4- ... 4- <»>aM_jSs”—2 4- wo-„_1es”—1 = _ K_1 cp(ss).

(2) V. Amato: àr gobbo-circolanti (« Note e Memorie di Matematica», 
vol. I, 1921) ; I gobbo-circolanti e i divisori di zero di un particolare sistema 
di numeri complessi ad n unità («Annali di Matematica», serie 3a, 
tomo XXXI) ; Sui circolanti e gobbo-circolanti («Memorie R. Acc. di Aci­
reale », serie 4a, vol.'ll, 1924-25); Su alcune proprietà dei circolanti di 
tipo (co) («Note ed Esercitazioni Matematiche», vol. V, talc. II, 1927); 
Sui circolanti a matrici, di tipo (co) (« Boll. Acc. G-ioenia in Catania», 
fase. LXV, serie 2a, 1933).

(3) « Boll. Un. Mat. Italiana », anno XIV, 1935.
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Ciò fissato, moltiplichiamo le n equazioni del sistema (1) rispet­
tivamente per 1, s89 e/, ..., £sn~1 e sommiamo tenendo presente lo
(2) ; si ha :

xtæi -4- x^8 aJtar V -I- ... ■+• xn^rn-hgn-f + xn*r^hg^] =
, J 1 1 1 1 1

= ?(e>l +■ ^2“ + ^3 H •+• - •+• *&n—1 rt=i + £—1
L £óì £$ £s j

ovvero

(3) >'/(«/*) =

con fly) = aìj 4- xty + x3yi -+-... xnyn~
Supposto ora <o — 1 si ha zs = e la precedente (3) diventa

(4) VW =?(Mf(an-S)-

Inoltre, come già si è dimostrato in (*), le espressioni f(at) sono 
diverse da zero.

h — T
Ed allora per s = —g— con n ed t entrambi pari o dispari si 

ha la radice

\ 2 /
r

per s = n — g con r pari si ha la radice

X = (p/a r\,
\ 2/

mentre moltiplicando la (4) per l’altra analoga

—s) == —t—s)/*(ar+s)

si ricava

da cui risultano le altre radici.
Concludendo : 1/ equazione 0 (x) 0 a matrice circolante am­

mette la radice O1,1»*)
X = cp/an^r\

\ 2 /

per n cd r entrambi pari o dispari, la radice

X = <p/a
ì "-2 -

per r pari, e in ogni caso le altro radici sonò datp da

X2 — -

Nell’ altro caso, w = — 1, si ha
ars£ = arß£ ~ , ßA = ar+-H-1 >
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da cui in particolare

ß$4-n == ßs > ~ß~ — ßn—s—1 ,

e la (3) diventa

(Ö) =

Inoltre i fattori f(ßf) sono diversi da zero.
Infatti scrivendo il sistema (1) nella forma

X^Cl-^ ••• I I *^n^n —-
4- oicvzttg 4- 4- ... 4- wit;nanÄ1 4- = Xoç”“4#«

4- 4- crgUz 4- ... 4- xn^an^ 4- = Xar0>

(con o) — — 1), e riguardandolo rispetto alle incognite K,, u2, ...a„, 
che assumono valori finiti, risulta diverso da zero il determinante

.. xn
mx2 .. <»xn

- ^«-r 1

E poiché questo ha il valore (4) 
r n—11 

(- i)^V(ß1)f(M...f(ß„)

ne segue proprio f(|^) 4= 0.
% — y __ i 

Allora, dalla (5), per s —------ , con n ed r non entrambi

pari o dispari, si ha la radice

X = ? /'ßn-r-ll, 

\ 2 /

per s = n — g~ ", con r dispari, si ha la radice

X —TP r+lb ' 
\ n- -ri

e moltiplicando la (5) per l’analoga

W«-L—i) — ?(ßn—♦—s—l)f(ßr+«) 
si ha

X2 =

per le altre radici.

(*) Cfr. la Memoria pubblicata negli « Annali di Matematica » in (2).
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Concludendo : L’equazione <!> (#) — 0, a matrice gobbo-circo* 
lante, ammette la radice i,r)

X

per n ed r non entrambi pari o dispari, la radice

per r dispari, e in ogni caso le altre radici sono date da

3. L’equazione ch \x) = 0 diventa particolarmente notevole 
. (w,'u, r)

quando r — 0, e in tale ipotesi passiamo ad assegnare le formule 
esplicite di risoluzione.

Con ®hk (h < k) denotiamo la somma dei prodotti degli elementi 
corrispondenti delle orizzontali di indici h e k del circolante di 
tipo (w)

flj a2 ... an
a2 a3 ... an wa, 

an E, ... waM_2

Si ha:

Vhk ~ ahak ah+iak+l an—(k—h)a'n (*—M4- iai ■+"

F «>«„_(-H ... 4- ^anak-h 4- 4- ^2ata^h+t 4- ...

... 4- <<>*<ïft—f 
da cui

== ?1»W+1 — WìbM-(k—*)4"1 ’ 
e per brevità indichiamo cpn m con .

Con tali notazioni, indicando con &s il coniugato di &8 ed osser­
vando che

-/ 4- «Z — «>(*,«-’• 4- S,«-r)., 
si ha

?(£s)?(8s) = fi + ??>(£s ■+• £s) ■+■ ?a(s«2 4- S?) 4- ...

... 4-<f>v(eZ~1 4- 4- â îv4-l(-«" 4- PSI- n == 2v.

e _
?('*)?(g«) = ?14- <p2(gs4- es) 4- <Pi(s«*4- 4- ... 4- Pv4-l(g?4- L/) ptzr n = 2v4-l.

Allora per <0 — 1 si hanno le formule risolutive già fissate nella 
citata nota (1), e per <•> = — 1 aggiungiamo che le radici dell’equa­
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zione 0 (x) = 0 sono date dalla
(*, -1, 0)

(2S4-1W (28 4-1)2*
À2 = ?1 -+- 2cpa cos-----gç— + 2», cos-----%-----

(2s4-l)(v— 1)* . n 4 .
... -4- 2cpv COS 1--------- gç---------  (8 " o, 1, ..., v — 1);

per n = 2v, e dalle
* = »! — «2 4- a3 — ... — an

.. (2« +- 1)* . n (2s -4- 1)2*
X* = Vi -+ 2?- cos a, ■ f -+- 2?, cos m

(2s 4- l)v*
- 2?v+i cos -t

per n = 2v h- 1.
Così ± v«?n?

sono le radici della 0 (x) = 0 ;
(2, -1, 0)

(s=$, 1, ..., V — 1)

cr, — a2 4-a3, =fc VX2 4- a/ 4- a32 4- 4- a2a3 — axa3

della 0 (x) =0;
(3, -1,0)

zt Va/ 4- a/ 4- a/ 4- a/ zt (a,a2 4- a2a3 4- a3a4 — a/tj V2 

della 0 (a?) = 0 ;
«, -1,0) .____________

zizVcpizt^ V3-+-®, , =*= V<P1 —

della 0 (x) ~ 0. x
(6, -1,0)

4. I risultati del n. 2 si possono ancora ottenere moltiplicando 
il determinante a primo membro della 0 (x\ =0 per l’altro 

(n, u, r)

1 «, S,2 ... *

1 '

Infatti eseguendo il prodotto per orizzontali si ricava il deter­
minante

?(si) — x si?(£i) — a-M - sr~Mei) —

<p(es) — x s,<p(ss) — a,.8,0! ... »."-'«H*«) — '
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In questo per s = —g— 'eon n ed r entrambi pari o dispari 
r . n — r — 1

o s = n — g con r pari, se w —. 1, e s = ——------ con n ed r non
f 4- 1

entrambi pari o dispari o s = n — —g— con r dispari, se m = — 1, 

gli elementi della orizzontale di indice s si riducono a <p(eÿ) — x.
Inoltre sviluppando lo stesso determinante prodotto secondo i 

minori di secondo ordine della matrice

— a/“

si vede che tali minori sono tutti divisibili per X' — ¥(6«M6«+r)*
Pertanto ne seguono facilmente le radici già assegnate della 

0 (x) = 0.
(n, Q, r)

Chiaramente si vede ora che questo secondo procedimento è più 
semplice del precedente (n. 2), ove si fa ricorso alle proprietà dei 
sistemi lineari di equazioni ; tuttavia è da darsi la preferenza a 
quello in qjianto è più generale e si presta bene alla risoluzione 
di altre equazioni a matrice, come vedremo qui appresso.

5. Così per l’equazione

w (x) = * © J
i a2

«3
a3 .
a4 .

.. dn—i an—1

•• a,.-1 aM—V«
= 0,

(m, g)j r)
»n-1 «H — arM 1X tóttj . .. 4 WCljì—3

Un—*,,nx coa2 ..- 3 wan—S “«„-1

i cui elementi conservano lo stesso significato di prima/ si ha

... Xf(er+<) = we,<p(»,)f(e»),

con i fattori f diversi da zero.

E, posto t — y, con 3 massimo comune divisore fra n ed r, si 

conclude che l’equazione W (x) =0 si scinde in 8 equazioni bi- 
(n, w, rj 

nomie di grado t

essendo iï, //, ..., it interi in progressione aritmetica di ragione r, 
e dove a it>n s’intenda sostituito il suo congruo rispetto al mo­
dulo n.
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In particolare l’equazione W (x) — 0 ha le radici 
(n, w, n)

X = ( Tschirnhausen) ;

l’equazione lF (a?) = 0, con r ed n primi fra di loro (3 = 1), si 
(n, w, r)

riduce alla binomia (5)

X« — (— o))’!-,a(£))?(sì) ... ç(e„) ;

e l’equazione W (x) = 0 al sistema di binomie
(2v, Q, v)

— eA+ì?(^Mev+?)

X’ = evesvip(sv)<p(eìv).

Si potrebbe pure considerare F equazione W (a?) = 0 con m 
(n, Q, r)

qualsiasi, cioè a matrice circolante di tipo (co) generico, e ne segui­
rebbero risultati analoghi che non diamo qui per brevità. Conviene 
però in questo caso studiare l’equazione nella forma

Per ar = 1 si avrebbe X  b1 4- ò2s 4- 63s2 e ... 4- 1 = <p(e) con
e radice n-esima di co.

— a,.# &8 . • • 2 b»-.

">b„ •• ^n—3 2 —1 = 0,

w b3 b)b4 .... ò1 — a,.w^c

6. Se poi applichiamo lo stesso metodo al sistema di relazioni

4- a2A 4- ... -4- anAn = C 
a2Ax 4- ' •+• <h — O

anAi -t- -+-... +- an_^B - 0,

ove A^ At, ..., An sono i complementi algebrici degli elementi 
del circolante

C—\al,ai,...,an\,

(5) L’equazione U (x) =0, con r ed n primi fra di loro, è stata già 
(n, 1, r)

risolta nella nota (3) con procedimento diverso, ma nella binomia a cui si 
perviene è sfuggito il segno (— 1)^—1 — d= . Tale segno manca pure nella 
Kota di L. Conte: A proposito d’una equazione *a matrice circolante 
(«Boll. Un. Mat. Italiana», anno XVI, 1937), che perviene alla binomia 
ancora per altra via.
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e poniamo
©J.u) — ir, 4- (t.,x 4- ... 4- anx,l~1
s2(.r) — Ax 4- Atx 4- ... 4- 1,

si ha

che generalizza la ben nota formula
C = (dj 4- Oz 4- ... 4- 4- 4- ... 4- .4„),

la quale dalla nostra si ottiene per = 1.
Inoltre per n pari e x, — — 1 si ha ancora

C — (d! — et-2 4- ... — — A% 4- ... — j4n).

7. Infine facciamo qualche considerazione su una particolare 
equazione a matrice circolante.

Sia A(æ) il determinante di ordine 2v — 1

a, — x a2 . a2v_2 —j

A(as) — I — x .... (I2v—3 Cl 2V—2

a2 a3 • 1 — X

con a2 — a2v—1, ttz “ a2V—s , •••, «v — cty4-1, e trasformiamolo con le 
seguenti operazioni :

1) aggiungiamo agli elementi della prima orizzontale i corri­
spondenti di tutte le altre, eseguiamo cioè sulle orizzontali l'ope­
razione (1) 4- (2) 4- ... 4- (2v — 1), e stacchiamo il fattore a, 4- a2 4 ... 
... -e — x ;

2) sulle verticali le operazioni (1) — (2), (2) — (3), ..., (2v — 2) — 
— (2v — 1), e sviluppando secondo gli elementi della prima orizzon­
tale rimane un determinante di ordine 2v - 2 ;

3) sulle orizzontali (di questo ultimo determinante) le ope­
razioni

(v) 4- (v — 1) 4- (v — 2)
(v 4 1) 4- (v) 4- (v — 1) 4- (v — 2) 4 (v — 3)
(v 4- 2) 4- (v 4- 1) 4- ... (v — 4)

(2v - 3) 4- (2v -4)4- ... 4- (1) ;

4) sulle verticali le operazioni

(1) 4- (2v — 2), (2) 4- (2v — 3), ..., (v — I) 4- ( v) prima
e

(Ì)4-(2) I ...4-(v—1), (2)4(3) 4-... 4-(v — 1), ... , (v—2)4 (v— 1) dopo. 
Risulta

A(æ) — («j 4- a, 4-... 4- Uzv-i — a?)A12(a?),
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dove il determinante AJæ), simmetrico di ordine v — 1, è così for­
mato : nella diagonale principale gli elementi che occupano i posti 
d’ordine 1, v — 1, 2, ..., v— 2 sono »i — »2— x, »j— a3 — x, ... 
... , »i— »v x, nelle prime diagonali minori (adiacenti alla prin­
cipale) gli elementi che occupano i posti 1, v — 2, 2, ..., v — 3 sono 
»2 — «z, », — »4, a, — »v, 6 così successivamente. Ed allora cono­
scendo le radici di à(a;) = 0 e il valore di A(0) abbiamo pure le ra­
dici di — 0 e il valore di Aj(O).

Il determinante A^O) è stato già considerato dà T. Muir (6), che ne 
ha trovato il valore con procedimento diverso dal nostro, e qui l’ab­
biamo ripreso per lo studio dell’equazione AJx) ed anche per espri­
mere con esso il valore di un qualsiasi circolante di ordine 2v — 1.

Infatti, posto
»2 Uj ***

_____ »2 »z ... »!

^2V—1 ••• —2

. con le notazioni del n. 3 si deduce che il quadrato C2 è un deter­
minante del tipo A(0) (dove a8 va sostituito con cps) e quindi

C=(—4-...-+-«^-))

?i — ?» ?» — ?, -

?» — ?» ?1 — ?4 -

, Cpv-2 —?V-1 «Pv—!---

— ?v.- 2

1 — îv ?V-2~ ?v Ti — ?•

che fa dipendere il calcolo di un determinante cireolapte di ordine 
2v — 1 da quello di un opportuno determinante di ordine v — 1.

(6) Lagrange’s deter minantal equation in the case of a circulant ( « Mes­
senger of Math. », XLI, 1911).


