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PICCOLE NOTE

Su taluni polinomi analoghi a quelli di Laguerre
e sulla funzione di Bessel.

Nota di GrusepPE PavLami (a Lecce).

Sunte. - Si studiano dei polinomi quasi identici a quelli di LAGUERRE,
sfruttando il fatto che la loro funzione generatrice, nel senso attribuito
da APPELL a questa espressione, é la funzions di BESSEL.

F. Vaxey (Y studia i polinomi generati dalla funzione

_ X2
e 1—az
1—az

e chiama questi, polmmm di LAGUERRE. Lo studio del pohnoml,

che indichiamo con L (oc, a), generati dalla funzione p1u generale

X
1) (1 — az)~(+D.e 1702,

ha, credo, molto interesse, ﬁerché la funzione generatriée nel senso
attribuito a questa espressmne da APPELL (), di alcunl polmoml

da noi indicati con A (w, @) e che sono quasi identici degh L(x, @),

¢ la funzione di BESSFL : S
E qui, suppongo, per la prima volta che si mette in evidenza
questa notevole relazione fra la funzione di BESSEL ed i detti

polinomi A (ac, a) di APPELL, quasi identici degh L (x) di LAGUERRE;
e che si trae partito da questa relazione per studiare gli L(‘x] 0,
n

’ . (2)
se si vuole, gli stessi polinomi di APPELL A(x, a).

(*) Cfr. VANEY, Sur les polynomes de Laguerre, tesi pr!‘%entata alla Fa ,
colta di Scienze di Losanna, 1921..

- (%) Cfr. P, ArpELL, Sur une #lasse des polynomes, « Annales de I'Ecole
Normale », 2* gerie, vol. X, pp. 119- 145 1880. \
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f. Sviluppando la (1) secondo le potenze crescenti di z, abbjamo

__x hind (%)
2) (1 — ag)—(+e =02 = ¥ 0L, a),
. n=0 n
ma la
_ e o (=)
() (—gttle 172 = 3 oL (),
n=0 n”

. N ’ x
si riduce alla precedente quando vi si cambi z in az, a in d; fa-

cendo questi cambiamenti nella (2') e confrontando poi con la (2),
(%) ()
si trae la relazmne seguente che lega L(a, a) con L{T)

(3) / If?x, a)y= a"f G)

n

()
Si noti che gli L(x a) si 11ducono agli L( x), per a = 1, ossia &

&~
(3" L(w, Y=L ().

n

7.
Inoltre dallo sviluppo di L (x) si ricava subito, a mezzo della (3),
ki3

()
quello dl\T (x, a) :

n

a}\ (____ 1)11 " F(OL +—n -+ 1)m11—mam
(4) L (a, a)= D=1 (m) o S e ol

n! Fx+n—m+1) °

m=0
e da questa derivando rispetto ad «, si ottiene
(o)

oL (x, @) )
(5) ‘ 2 —(x+ nL (x, a).
oa n—~1

(2)
Dalla (5) si rileva che per x =0 gli L(x, ), quando si consi-
B n
deri @ come argomento, si riducono ai detti polinomi di APPELL

(2)
Ma pilt in generale la stessa cosa si verifica per i polinomi 4 (w, ay
definiti dalla

i)

() n! L (, a)
6) Alfwy @) = o
(6 : ' F(m +n+1)
cioé si ha
(2)
oA (x, a) ()
= nd (x, a),

o n—1
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come subito otteniamo derivando la (6) rlspetto ad @ e tenendo
presente la (9).
Dal confronto di (6) e (3), si ha la relazione che lega i polinomi

2
di AppELL A (x, @) ai nostri polinomi di LAGUERRE, si ha cio2
n

(2) '
() n! a"f (;—c)
; —_ M7
7) An(.n, a)— | R

()
I polinomi A (x, @) possono percid studinrsi come polinomi di
n

. APPELL e noi cominceremo questo studio nel prossimo numero,
dimostrando che, a meno di un fattore, la funzione generatrice,
nel senso con cui questa espressione & stata usata da APPELL,

()
degli A7(x, a) & la funzione di BEssEL.
n

2, Dico che la funzione generatrice, nel senso anzidetto, degli

(=) —
Az, @) & la 3,2V k) definita dalla
n

- Nod 9y ot -
o2V Th) = Z "'(I‘(“—)-f—-"L*—l—) (har) 14(2\ h),

ove I, indica la funzione di BesSsSEL di prima specw e di ordine «.
Infaiti si ha .

=] ~
. R (_ 1)nh1zxn hta®
o () ah ———— . —
8 "”‘("Vxh)e - E n! No+n+ 1) Z n!’
n=0 n=0
e guindi moltiplicando alla CAUCHY le due serie del 29‘ membro
~ n .
e - (_ l)mwn——mam
h — —1\h2 * -
92V wh)et —z_:( 1)k z_‘ (n—m)! m! D +0—m -+ 1)
n=0 m—Ov ;

che per la (4) e 1a (6), pud scriversi
e

w B4 (z, a)

?1(2\/&7_]’&)8“"’ = 2 , d

Y
n=0 n,'

od anche

(2)
. . _a o0 {""A (x, a)
9) (k) ?IRVah)er = Z‘,*’;@,ﬁ.
n=0 ~ "
o
3 Faremo vedere in questo n e nei successivi come lo studlo

dei polinomi di LAGUERRE L(a:), dei pii generali L{x, a) o di
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. (=)
quelli di ArpPELL A (.)c. @), possa farsi sfruttando alcuni dei risultati

noti per la funz1one di Bmsser. Trarremo cioe, agevolfnente, da
alcune note formule sulla funzione di Bessgr, le principali fra le

. . (2)
relazioni conosciute per gli L (x) e qualcuna anche nuova.

”
Se indichiamo con @, il primo membro della (9), derivando
questa rispetto ad «, si ha quando si tenga presente la

aL(z) 1

10) =_1I)—1(2) ),
(10 dz 2 { 1(_1 '151) 1
BA(’(” )
x, a
4 1 . h al hn n ’
—_— P by T =N
2 ¢ 2x T 2 M ”}:011! ox
e da questa, sostituendo al posto di &,. &, 1, P,y gli sviluppi

che si ottengono con la (9) ed eguagliando poi i coefficienti di k",
si trae
(%)

’ . f) (z—1) (2+1) 04 (x’ (l)

(11) —ad (@, a) + A (w, a) — nxA (x. =22
n ox
¢ quindi per la (6)
()
(z—1) (a+1) oL (z, a)
(12) - ocL(ac, a)+(oc+'n)L(x, a) — xL (x, a):Zx——”ﬁ-—.
n—1

4, I ultima ci & utile per determinare una semplice relazione
da cui discende, per la (3), altra nota. Se nella

(13) —~1(z)— (@)= I(Z)

- a1

ﬂ

poniamo z =2 Vah e la moltlphchmmo poi per Vah(ha) % e,

si ha
a—1 a—1

k) I@Vahjer — (ha) ¥ I@Vahjer = (ha)  * I2Vah)e;
2 &= %+

sviluppando, a mezzo della (9), tutti i termini secondo le potenze
crescenti di h ed eguagliando poi i coefficienti di A", si ricava

(=) {z—1) {o-+1)
(14) wd (2, @) — A(w, a) = nxd (xx’ a),
n n—
e da questa per la (6)
(%) (2—1) (24-1)
(15) oL, @) — (« + )L (x, @) = «L (x, a).

n n n—1
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Sommando membro a membro questa e la (12), si ottlene la
formula

(a)
16 ?I;(x’ a) [f'x 11)
(16 ==L,
che per ¢ =1 si riduce ad altra notissima; invece sommando 11)

e (14), risulta
()

an 24 (x, a) (2+1)
i (1) - ——aw .—-'—"flnv(—di,a).

5. Del resto la (17) e quindi la (16) poteva stabilirsi piit sem-
plicemente e direttamente utilizzando la

dal. a(z)

dz 1 ( ) Iz+1(z) .

Infatti derivando la (9) rispetto ad x, abbiamo, se ci serviam6
della precedente, a semplificazioni effettuate

o W 6A (x, a)
— hq)aH- Z ;’L_—

e da questa, sviluppando &,,; secondo le potenze crescenti di h,
a mezzo della (9), ed eguagliando poi i coefficienti di A" si ricava
senz’ altro la (17) da cui, per la (6), deriva la (16).

6. Se deriviamo la (9) rispetto ad » e teniamo presente la (10),
abbiamo

(2)
oo WA (2, a)

n-+1
L Pt + ab, = E————,

— % "+2h Pat1—3 ~ Tl

moltiplicando ambo i membri per 2h, sostituendo alle ¢ gli svi.
luppi che si ottengono utilizzando la (9) ed eguagliando i coeffi.
cienti di A", risulta

() (2— ()
—(2n +2+ o)A (2, a0)+ A (x, a)=(n-+ l)wA (x, a) —2a(n+1)4 ( a),
n4-1 | n4l
che per la (6), da
(a—1) +1)

(2 (2)
{et+n+ 1)L (w, a)— (2n+2+<x)L (ml, a)=zL (x, a) — 2a(2+n+1)L (x, a).
n ”
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Se in questa cambiamo »n in »—1 e poi sommiamo membro a
membro la relazione che si oftiene con la (15), si ha una relazione .
che per la (3') si riduce ad altra conosciuta:

(2-+1)
(18) nL (x, a) + zL (x, a) — afx +'n)L (m a)=0.
n n— n—1

Se infine sommiamo membro a membro la precedente con la (15}
stessa, si ha la seguente altra formula che da altra nota, quando
si tenga presente la (3):

(=) {2—1)
(19) L (x, a) — L(w a) = aL (oc, a).
n

n—1

B facile poi, concludendo, con il metodo adottato in un recente
libro di G. SANsONE ('), servendosi delle (16), (18) e (19), determmare

I’ equazione differenziale del 2° ordine cui soddisfano gli L(ac, a),

quando si consideri x come variabile indipendente.

7. Altre due formule, una delle quali si riduce servendosi
della (3} ad altra notissima, 1’altra nuova, possono stabilirsi a
mezzo delle relazioni trovate mei n.i precedenti. Difatti se cam-

(o)
biamo nella (18) # in » + 1 ed eliminiamo poi L (x, a) fra la rela-
n

zione ottenuta e la (19), otteniamo
() (2+1) T 1)

(20) (n+1)L (z, a) + «L (z, a) — a(e-+n+ 1)L (x, a) —
n+1 n n

(=)
— a¥e-+n-+ 1)L (x, a)=0.
n—1

Dalle (15) e (19) invece abbiamo
(2) (—1) (3+1) (2) .
axL (x, @) — a(v. + n)L (x, a) — xL (x, a) + xL (x, a) = 0.
n n ”n .o0n
Sommando con (20) ed eliminando poi fra la somma ottenuta

(o—1)
e la (19) L (x, a), si ha infine la*formula cercata
n

() a) ()
(21) (m+1)L (x, @) —[a(z+2n+1) — x]L (x, a)+ a?(oc+n)Lu(9c, a)=0,
n+1 . n n—1
. ' : NN
ricorrente rispetto all’indice n degli L (x, a).
n

() Cfr. VITALI e SANSONE, Moderna teoria delle funzioni di variabile
reale. Parte 11 (G. SansoNE), 1935 (p. -188).
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Dalta (21), si ricava immediatamente’ Y equazione differenziale

(o) o :
del 2° ordine cui soddisfano gli f(x, a), quando si considera a
n

come variabile indipendente.
Infattl ge in (21) cambiamo #» in n—l si ha

(22) nI (w‘, a)— [a(2r +o— 1) - x]L (x, Q)+ a¥o+n — 1)1_%2, a)=0;
[ n—1 ”--

ma per la (D)
(2)

- L, a)
"

(%) 1
L (x, @) = .
n(-—2 ) @+n)@+n—1) ~ oa® ’
()
1 oL (x, a)
£z (w, a)= —— -
n—1 a“+n  da
quindi 1a (22) pud scriversi
(=) (=)
BQL (w, a) a.L (.’B, a) : (@)
n : ) ———
asz___w_ — [a(20 + o« — 1) — ] _’Laa_ + (u+n)nf;(x, a)y=10
cui si pud dare la forma
-z S )
e “L(w,a) — ne “L(x, a)
(23) t';l a2n+a—l = a2n+a+1

8. Dalla (23) si ricava una notevole formula che pud servire di
(@
definizione degli L (x, @). Si derivi difatti la (23) rispetto ad a e
n

si tenga presente che la derivata del 2° membro si attiene dalla -
stessa (23) cambiandovi # in » + 1; pertanto si ha
—= {2 % @ -
. ¢ *Lix a) (—1nn +1)e °L(z, a)
_2._ n—1 . n+1
- a?

a2n+a—1 a2n+a+3 2

e da questa, operando nello stesso modo altre m — 2 volte, si per-
viene infine alla formula : » .

(— 1)'"(m+n—1)! e “L(a:, a)
. omen—1
(n.—l)! a2n+ a\-{-ﬂm—-l ’

- [e “L (w, a)
a™

a?”-i—a— 1
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’ (a) .
dalla quale, per # =1, essendo L (x, @) =1, si ricava la formula
0

®

] R Y L am T a
L(x, a)= ( ) a2r-H2m-4-1 g0 9 ‘i_

m m! a™ \qz+1/’

» 3 . 3 . . . (1]
che pud servire, come si diceva, di definizione degli L (x, a).

9. La (21) pud essere stabilita direttamente e, credo, piu ele-
gantemente nel seguente modo.

Si sa che la funzione ¢,(2) definita da

vl = (3] "Leo),

soddisfa alla seguente equazione differenziale del 2° ordine
#94"(8) + (2% + 1)p,'(2) + 29(2) = 0.

Se nella precedente cambiamo z in 2\ xh e si considera h come
variabile indipendente & facile trarre, da quell’ equazione 1’ altra
cui soddisfa la funzione

~

x

92V @h) = (ha) L2V wh),
(2}
ciod la funzione generatrice dei nostri polinomi Aa(‘x, a). Si trova
cosl che 91(2\/307;) & integrale dell’equazione differélnziale
(24) B2V ah) -+ (o + g5/ 2V 2h) + 22V 2h) = 0,

ove ¢4 “2Vxh), 94'(2\ xh) stanno rispettivamente per le derivata
seconda e prima di ¢,(2V xh) rispetto ad h.
APPELL, nel suo lavoro citato, indica con (d*4), i polinomi che

k. .

hanno per funzione generatrice d d(;&(?} , cio® pome
(P(h ah (dk hn
~an 2

e trova che

(@4), 2(— w( )fon+k_,,
e quindi in partlcolare

(2‘)) (dA)n - An+1 - mAn ’ (dgA)n = An+z - 2xAu+l + 24,



PICCOLE NOTE ‘ ‘ 165

Cid premesso, se moltiplichiamo ( ) la (24) per e** e sviluppiamo
i suoi tre termini secondo le potenze crescenti di-h, si ha

oor ! g ooh'nA(w’a)
IR L L LIPS M MAL
o n! = = Y

! : : (2) ‘ (a)
" ove si & seritto (2) (324(),,, (34™), invece di (34 (z, a)),, (24 (x, a)),, .
Dalla precedente, annullando il coefficiente di k", risulta

(aA( ))ﬂ xA (”’ @)

+ (x+1) ”' =0,

(2°4),—,
(n— 1)!

ossia, per le (25),
(=) (% (=)
(«+n+1)A (x, a) — [a(2n 4+ o + 1) — x]4 (=, a)+a*'nA(a1:, a)=0,
n+1 ” n— .
che infine, per la (6), da la formula cercata:

C (2) ' (x ‘
(n + 1)L (@, @) — [a(@n + x + 1) — x] L (&, a) + a*( + n)La(xl, a)=0.
n+1 : T on n—

10. AprELL nel lavoro citato studia i polinomi che indica con
(4B),,, ottenuti sostituendo nello sviluppo di 4, alla potenza x™ il
polinomio B,,, anch’esso di APPELL, e dimostra che la funzione
generatrice degli (4B), & il prodotto delle funzioni generatrici
degli 4., B., Ora traendo profitto di cid, pud stabilirsi una curiosa
e semplice relamone per gli (AB), nel caso che tanto A, che B,

siano degli A(:v, @), con parametro o dlverso Percid teniamo pre -

sente la nota formula,

1(z)I(z)+1(zl)I(z)_—senm

() 11 procedimento segmto alla fine del n° 9, & indicato da -APPELL,
" mel loc. cit., per ottenere I’equazione differenziale cui soddisfano i suoi 4,,,

una volta che si conosca 1'equazione d)ffe/renzmle cui soddisfa la funmone
generatrlce di questi stessi polmoml 4, ’

(2) Usando i simboli (a*A (av, [13) (aA (ac, a))," luogo d1 (d-’A (ac, 1)

(dA (a:, )y perché qul, a differenza di quanto avviene nel lavoro. di
APPELL, la funzione generatrice viene denvs.ta parzialmente rispetto ad
una delle sue due varfabili mdlpendentl, la b :
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perche da questa, ponendo #=2Vuxh e moltiplicando poi per
Vah e, si ha '

a 1—a a—1

ha (wh 2\/mh) (ha) T{(z\/x_h) e + (hx) 2 I(2Vwh)-
— a—1

. (hx)51(2 Vich) et = sﬁ:r_"ﬁ‘ eah
—C :

bl

che, tenendo presente la detta proprietd relativa alla funzione ge-
neratrice degli (4B),, se si sviluppano i due addendi del 1° membro
e il 2° membro secondo le potenze crescenti di h, e si eguaghano
poi i coefficienti di A", da ’

26) n@(AW A=), _; 4 (A6—1 A—2)), = 2" sen .
T
Ma & bene notare che per ottenere (A4(1A4®), é a e non x la
variabile alla cui potenza me dello sviluppo di A(x, a) deve sosti-

(£)
tuirsi A (@, a).
m

11. Un’altra formula in cui compaiono gli (A®A®), si pud,
per es., ottenere nel modo seguente:
Si moltiplichi la (13) per I#(z) e si ha

L) I@z)+1()1()=

a+l a o a-1

le

Ia()

e da questa cambiando = in « —f;j, moltiplicando per (—1) e som-
mando le formule che si ottengono peri valori 0, 1, ..., m di j, risulta

23 (— 1a+ ) 1) =2L @) I(2) + (— )2l (z)  I(2)

i=o 23] % a—1 airm+1l a+m

La precedente, se vi poniamo ¢=—=2Vxh e la moltiplichiamo
it h O 1 e}
per e'", pud scriversi

[ : on 2
2 i+ j) (ha)r+i | (ha) 2 T(2Vah)| =
i=0 | Coatj

.a—1

— (hac) + (hat) 2‘1 2 v'ﬂz)(izw)‘ D § (élvx—h) et +

atm+1 Ca+m

+(=1)y"ha) 2 I@Vah)-(hx) 2 I(@2Vah)es,

a4m4-1 a-+m
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o da questa procedendo come alla fine- del n. precedente, si ha
infine .

e B ey, = GO
+ (— )mxm ¢ L(A(1+m+1)A(“+m))h—m—1
- (n—m—1)! ’

<he per « =0, da

(= g AAED), (Ll 40+ A0),
Zm([Am])"_’_— 'n!_) = (n(m-—l)v ot

Se invece nella (27) pomamo m =0, abbiamo la formula
(23) A[A]), = (A AGD), + na(A+DAG), _, .

che perd pud stabilirsi direttamente e subito a mezzo della (14).' )

12, Dal confronto di (26) e (28), per valori particolari di «, pos-
sono trarsi alcune semplici formule. Cosl se poniamo nella (26)
«=0 e nella (28) o =1 e poi eliminiamo fra esse (44%),_,, ab-
biamo (si noti che & (A(1A4@), = (A®AM),)

”w( [14_(1)]2)”_1 -+ (A(—I)A);; — (,n I l)nxl(A(l)AQ))"_z ;

invece ponendo mnella (26) =0, come prima, ma nella (28) a=—1,
ed eliminando poi (44"),, si ha :

1 -+ A4y = (A ugs = (AL D),y

18. Molte altre formule relative ai polinomi di LLAGUERRE pos- -
sono stabilirsi sfruttando delle identita fra le funzioni di BESSEL
noi ci limitiame a dare g.lcum esempi.

Se la .
n—2

e (HIR RSy Ce

j=0

ponendovi -z =2V zh, la scriviamo cosi :

(hx)”—l(hx) 91,.(2\/ach) (n——l)'(hx") 21 (2\/xh)

3
. (hw)’(hx) "I 2V xh)
) e ==



168 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

moltiplicandola per e'", sviluppando la funzione ¢, che vi compa-
iono secondo le potenze crescenti di h ed eguagliando poi i coef-
ficienti di A", da, qualora si cambi al risultato n in » +1 e si
tien conto deila (6),

N () (n)

N * w127 L (x, a) m x"L (x, a)
2 (m+1 _mi —_m=n
(29) {m + )g G+ 1)1 I:n(w, a) wl

Dalla (13), scritta cosl
I(z)+1(z):vl( z),
a+1 a—1

si ricava, quando si cambi in ¢ in x + 2§, si moltiplichi per (—1)’ e
si sommino tutte le formule che si ottengono facendo j =01, ..., m,

a + 2]) m
23 I g =1 (102,

e da questa per z =2\ ah con il procedimento seguito precedente-
mente, si ha infine

+2j) (2—1) . 24 2m4-1)
n (—ap(x+ 2J)L @a Lo (- O A
30 — n 1--m—1
( Z I‘oc+n+;+1) 1’(oc+n)+ Mo +n-+m + 1)
cye 1. . 22—117(%) .
Se la stessa (13) la moltiplichiamo invece per - abbiamo
22—1 a—1
27 F(Q)I(Z) — 20T (o + 1)1,{2) 2 I‘(a)I‘z)’
1 o+1 * a zr—1 a—1

e da questa cambiando « in « +j e sommando tutte le formule che
si ricavano facendovi poi j =0,"1, ..., m, si ha

A j \ 2\ 21
3 (§>“+’ T +j)I(e) = (?)”mr(a +m+)I() — (:) T I (2)
=\ a+j+1 \Z) at+m 2, a—1
che per z=2\ xh, con il metodo seguito al primo degli esempi
esposti, da (') ]
(2+j+1) (a+m) (z—1)

m Dl 4L (x, a) C(x +m + 1)L (@, a) ()L (w, a)
n—1 [

. % — -
(31) xj%‘)l‘(oca-n'w"j*‘l)“ I(+m+mn+1) F(oc+n)

(') Alcune delle formule di questo n.° e ciod le (29), (30), (31) saranno
da noi stabilite in, un prossimo lavoro relativo pure ai polinomi di LaA-
GUERRE ove perd, fra I’altro, questi polinomi somo studiati a mezzo di una
equazione funzionale che credo notevole. Il detto lavoro & di imminente
pubblicazione nei « Rend. del R. Ist. Liombardo di Sec. e Lett.».
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za+1

Ed infine se moltiplichiamo ancora la (18) per T 1)’
abbiamo )
221 (2) zr+1] (2)

i g+l I(z) — o . a1 -
2041w + 1) pg  2#0(x) 22 H(a+ 1)’

da cui cambiando « in % +j e sommando tutte le formule che si
ottengono quando si metta j =0, 1, ..., m, si ottiene

g +j+1] (z) z’lI(z) za-‘-m-l-lI(g)
&

i ot j—1 . __ otm+1
AT +j+1) 20(x)  24miIa+m+1)’

che semplificando e ponendo poi z= 2\ xh, con il solito procedi-
mento da :

(x45—1) (2) (aA-m-1)
m w4 (x, a) A (x, a) w""*“A (2, a)
Z n-—j O n—m—1
foerd I‘(<x+j+1) T(e) I‘(ot+m+1)
ossia per la (6)
) ) (a-+j—1) (2) m-+-1)
m n—1)1Lx, a n!Lx a " Yn- m—1)! L(ac, a)
n—j —_ " - n—m—1
(o Y — ) =TT T+ m+1)

j=0

e da questa per m=mn
) (a-+j—1) ()
n n—f!Lx,a n!Lxa
n n

(0( -+ ’n)jgo F(OL +j +_1]) — r‘“)

14. Si noti che da tutte le formule trovate relative ai poli-

(=)
nomi L (x, a), ponendovi a=1, si hanno per la (3') delle relazioni
. ;

()
fra i polinomi L (x, ¢) di LAGUERRE,
n

16. Infine osserviamo che il procedimento seguito in questa
Nota, per dedurre da formule per la funzione di BESSEL relazioni -
per i polinomi di LIAGUERRE, pud invertirsi onde trarre da formule
sui polinomi di LAGUERRE identith per la funzione di BESSEL.
‘Facciamo un esempio. .

Dalla
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per.le (3) e (6), si ha ,

«)

(
24 (z, a)

n [(1441) )
- = — nAax, a)
o n—(—l’

1

Moltiplichiamo quest’ultima per g—' e sommiamo in ogni membro

tutti i termini che si ottengono facendo w=1, 2,..., co; si ha cosi
{2) (x4 1)
= o4 (@ 0) ihﬂA"(oc, a)
— ——h
“nl “ a0

ossia, per la (9),
3 _z _ ozt —
P [(hw) 211(2‘,/:ch)} e — — hiha) 2 I(2Vaxh)e™
a+1

eseguendo la derivazione al 1° membro, semplificando e cambiando
poi 2Vxh in x, si ottiene infine la nota formula:

— aly(x) + I,/ () = — 2L, 41(2).



