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Sulla dimostrazione di un teorema di esistenza.

Nota di Maria CiBraRrIO (a—Forino).

Sunto. - Si da una dimostrazione pitv generale di un teorema di esistenza,
gia dimostrato sotto ipotesi particolari, per Uequazione di tipo misto
iperbolico-ellittica : x5— +27Z =0. Il metodo ha carattere generale ed

& applicabile in molti altri casi analoghi.

Iu una mia /Mérmori'a'(‘), dedicata ailo studio dell’ equazione di.
tipo misto iperbolico-ellittica :
% %z

— =0,

(A) wé'a? +ay

sono introdotte le parabole:
4o+ (y — Jo) = (k costante),

che sono dette curve normali per I’equazione (A); considerata poi
una particolare curva normale s, corrispondente a k>0, e sup-
posto, il che non & restrittivo, che la sua equazione sia:

(1) ’ dx + Yt =1,
& enunciato il teorema (?):

« Nel dominio D, avente per contorno’ I’arco ¢ della curva nor-
male s, posto nel semipiano x>0, e gli archi di caratteristiche
della (A), uscenti dai punti (0, —1) e (0, 1) dell’ asse y (ciod uscenti

dagli estremi dell’ arco ¢} e corrispondenti a 0=>x>— 1, esiste

uno e un solo integrale z(x,y) delln (A), che su c assume valori
dati nella forma « xo(y) », dove 9(y) 2 finita e continua nei punti
di c, estremi inclusi, e quindi & finita e continua per —1 <y =<1.

(") M. CiBRARIO, Inforno ad wna equazione lineare alle derivate par-
ziali del secondo ordine di tipo wmisto iperbolico-ellittica, « Annali della
R. Scuola Normale Superiore di Pisa », S. II, vol. ITI (1934), pp. 255-285,
V. in particolare, il § 4, pp. 276-280.

(2) M. CiBrARIO, loc. cit,, § 4, T. IX, pp. 276-277.
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‘Tale jntegrale a(x, y) & funzione analitica di x, y nei punti, interni
al dominio D, anche in quelli posti nel semipiano x <0, dove la (A)
& del tipo iperbolico, e in quelli appartenenti al segmento —1 <y <1
dell asse y, ciot della retta parabolica’ dell’ equazione ».

Tale teorema & dimostrato nella Memoria _citata, introducendo
Tipotesi ulteriore che la funzione ¢(y) (— 1gy£1) sia sviluppa-
bile in serie di polinomi sferici generalizzati; e questo perche
tale ipotesi & soddisfatta nei casi, che si presentano nel seguito
del lavoro, cosl che la dimostrazione data & sufﬁmente agli scopl

in esso prefissi.

‘ Il teorema si pud perd dimostrare in tutta la sua generalith,
e a tale scopo & dedicata la presente Nota; mi & grato porgere i
pilt vivi ringraziamenti al prof. SANSONE, che, mi ha dato qualche
utile consiglio. La dimostrazione qui esposta & applicabile a molti
altri problemi dello stesso tipo, e suscettibile di varie generaliz-
_zazioni. , . ‘ .

Se esiste I’integrale z(x, y) della (A), che soddisfa il teorema,

esso soddisfa la (A), in particolare, per x==0; & dunque z(O 19 4) =0,

e 2(0, y) & funzione lineare di y; pomhé per. ipotesi z(O ——1)_
. z(O 1) =0, la, z(x, y), supposta esistente, & nulla su tutto il segmento
——1gy<1 ‘dell’ asse y. :

Che esista al pii un integrale. della (A), soddisfacente le con-
dizioni del teorema, segue da un teorema di unicith piit generale,
d&imostrato per I’ equazione (A) nella. Memoria citata 3. .

Nella parte 8 di D, posta nel semipiano «>> 0, e limitata dunque
dall’ arco ¢ di ¢urva normale e dal segmento — 1<Cy <"1 dell’ asse Y,
si introducano le var1ab111 p e -r:, 1egate alle x, y dalle relazmm.

. . 1 — 12
@ x:ei4 ”, y=¢s, (0<ps1 1<)

I’ arco ¢ di curva normale ha- equazmne =1, e la funzione
assegnata su di esso &:

‘ (e
Cagly) = *i (7).

Per le ipotesi faite sulla funzione ¢, esiste una quantlta posi-
tiva @, tale che:

@) , t9(=) | <w ~ | (— lsfgl)-

* 8i costruiscano i cbeffjcienti\ ¢, dello ‘s"vilu'ppo di ¢(7) in serie

(}) M. CiBraARIlo, loc. cit,, § 2, T..V, p. 269.
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di polinomi C,Y«r), serie sulla reui couvergenza non si fa alcuna
1potem, o :

2n +3
" 271%{71‘2“) [?(t)(l—t’)c ni)di;

e si costruisca la serie:

(@) c

(6) 2 ¢,p"C, (),
’ n=0 [

che & uniformemente convergente () in ogni dominio 8,_,"E‘ corri-
spondente a: —1<<t<C 1, 0.<p=<p,, comunque si prenda p, mi-
nore di uno. I prodotti p*C, %s(r) sono uguali a certi polinomi P, (x, y),
tali che le z(x, y) = «P (, y) sono integrali partlcolam della (A) (®).
La serie:

“+~0
i 6 2l y) =z 2 c”pnch%(-:) Eo 2, Y),

d una serie di 1ntegrah della (A) uniformemente “convergente in
_ogni dominio 3,, e quindi (°) & un integrale della (A) in tatti i
punti interni a un dominio 3,, e dunque in tutti i punti interni
~al dominio 3. Lia #(x, y) inoltre si annulla nei punti del segmento
—1<y-<1 dell’asse y.
Per provare che 1'integrale z(x, y), dato dalla (6), sull’arco ¢ di
curva normale assume proprio i valori assegnati, si ponga:

-+-no
floys) = 2 €,p"C,7(7);
. n=0 ) .
la flp, 7) & definita per —1<<t<"1, 0 <<p < 1. 11 limite:
+no
lim fle; 7y = lim 2 c/nP”Cn%(T):

& la somma di POISSON—ABEL della serie 2 <, C *(t); questa, in

generale, non & convergente, ma & sommablle (C 3) per $ abba-
stanza elevato (7) alla funzione ¢(r), e anzi, poich® ¢(r) & continua
nell’ intervallo — 1<r<1, 1a ser’i,e @& uniformemente sommabils

*) M.. CIBRARIO, loc. "cit., § 4, p 278.

(*). M. CIBRARIO, loc. cit., § 3, p. 275, form. (8) e (9)

(%) M. CiBrARIO, loc. cit, § 2, T. VIIL, p. 272

(M KOGBETLIANTZ Recherches sur la sommabilité des séries ultrasphé-
——viques par o méthode-des moyennes arithmétiques. « Journ. de Math. »
, 8. IX, T. 3 (1924), PP 107-187. ﬁ§w 169.
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(C, %) alla funzione m(r) in tale 1ntervallo ¢)- Ne segue subito che

& anche (9): . ‘

lim f(p, 7) = 11111 o 0..9"@3”(7) = m(r),
—1

I fJ -
T ela f(p, ) tende unlformemente alla o(r) nell’ intervallo —1<<t<<1
. per p tendente a uno.

' Se (a:,, #,) & un punto dell’arco ¢ d1 curva  normale, e se si
1—r°
, - 4 ,
alle x; y dalle (2), dalla (6) ¢ dai risultati precedenti segue che:

pone : xl -

, y==T,, © 86 Bi rlcqrda che p, v sono legate

lim z(x, y) = llm 2@, y) = ,9(y,),
e R et |
cioé che I'integrale z{x, y) della (A) dato dalla (6) assume proprio
sulla curva normale ¢ i valori assegnati. X
L’ integrale z(x,y) della (A),_ che soddisfa il teorema, .si pud
porre nei punti interni al dominio 3 anche sotto un’altra forma,
che non era stata data nella Memoria pitt volte citata, e ‘che per-
* mette di:studiare rapidamente le proprietd- dell’ integrale  stesso.
Nella (6) sostituendo alle ¢, le loro espressioni (4), si ottiene, poiché
in ogni dominio interno a 3 tutte le serie consideraté convergono
uniformemente : . . : - -~

: ' R
oo, 9) =3 fatit— )} Z | e i g G0
—1

e, poichd & (19):

- P
C, 3(z)C, {t) :4”—“)—151’.1@ ﬁi — X2 Gy ),
R 1
dov:e H ‘ ' : :
) =t VISEVI —20),
® anche: . .
we,
o, ) = f?(t (1—t’)dtf(1—x2)‘/z Z( 5) 0, )|
. n—0

() KoGBETI. IANTZ, loc.’ cit., p 118.

(?) Se una serie ® sommablle (C, %) con somma. S, esxstqranche la sua .
somma di PolssoN-ABEL e vale S. V. per es. BoreL, Legons sur les sémms
divergentes, Chap. II1, n. 40, p. 107 V. anche KOGBETLIANTZ, Joe. cit, §4
pp. 154-156. ; e

(19) KOG}{ETLIA.NTZ, 1oc clt ‘form. (4), p 111
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Ma ('Y): '

-} 00

Y‘ n+3> (Y 8y 1—9
nA:‘O( n (/)_2(1_29X+P)5,’,

e quindi:
1

1
3 ) __ 42 (1 - 7\?)1'/2..__.__
ywm B | (g

(8) 2(x, y) = 2

: -1

dove g, 1 sono legate alle x, y dalle (2), e 7 & dato dalla (7). La (8)
da in 2 una nuova forma dell’ integrale z(x, ) della (A), che sod-
disfa il teorema ; si & cosl dimostrata I’ esistenza di tale integrale
nella parte 3 di D posta mel semipiano x=0. Si trova subito che
per |y <1, &:

1mﬂ%&@:umﬁ&@:{M;W) ;? (n—+ L)n -+ 2" =(y),
0

x—s0. 0T x-—0 &L
e che, per la continuith di ¢(y) nei punti y==1 e per quanto
precede, & ' : ’

vil) = ¢(1); v(—1) =¢(— 1).
Inoltre &, in tutto 3:

ﬂ&@‘<
€ [

9) vy <w (yi<1)

La dimostrazione dell’ esistenza dell’ integrale z(x, ) nella parte
di D, posta nel semipiano x<Z0, quella della continuita delle sue
derivate per 2 =0, e dell’ analiticitdh di z(x, y) nei punti interni al
dominio D, restano quali erano nella Memoria citata (}?).

La presente dimostrazione vale anche se la funzione o(y, asse-
gnata & continua solo per || <1 e non per y == 1, purche esista
un numero. positivo @, per cui sia:

Loy < (ly|<<1)

Allora non si pud dire nulla circa il comportamento . di
a Py
w(y) = (ojc) nei punti y==:1; valgono perd le (9), e la 2z(x, y) &

continua-e nnlla nei punti y—==-= 1.dell asse Y.

Queste considerazioni permettono di semplificare le dimostra-
zioni nel seguito della  Memoria citata; e, in partlcolare, di evi-
tare le considerazioni minute, esposte nella nota (27) a pag. 280
della Memoria stessa.

" (") KoGBETLIANTZ, loe. cit., form. (7), p. 112,
(**) M. CigraRIO, loc. cit., pp. 279-280.



