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84 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA .

Sopra alecune proprieta dei polinomi approssimativi *).

Nota di SiLvio CiNQUINI (a Pisa).

Sunto. - Si dimostrano in modo semplicissimo alcune proprietd dei poli-
nomi di STIELTIES, recentemente stabilite da G. LoreExz. S¢ dé una
nuova proprietd di tali polinomi, e si danno delle estensioni di tutti
questi risultati, valide sia per ¢ polinomi di STIELTJES, sia per alhe
. classt di polinomi approssimativi. .

In una Memoria: Sopra alcuni polinomi approssimativi (*) L. To-
NELLI dimostrd che, se f(x) & una funzione definita sull’inter-
vallo (0, 1) e ivi integrabile nel senso del LEBESGUE, il suo poli-
nomio di STIELTIES di ordine »

1
&) = %ﬁ f @1 —(z —x)*]"d2,
b ;

dove &

-

7:— f(l — t*)ndt,
]
gode fra 1’altro della seguente proprieta: « Se B & un insieme misu-
rabile qualsiasi dell’mtervallo (0, 1), risulta :

H = 00

Lim P, x)dx—[f(x)dw ».

Recentemente G. LORENZ (?) ha messo in luce una proprieta,

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale
Superiore di Pisa.

(*) < Annali di Matematica pura ed apphcata »y Serie II Tomo XXV,
(1916), pag. 275 e segg.

(3) G. LORENzZ, Sur la convergence forte des pol;énomes de St@elt]es-Landau
(« Recueil Mathémathue », (Mosca), T. 1, (43), (1938}, pp. 653- -5). B da rilevare
che, nel caso particolare p=1, la proprieta stabilita dal LorENZ trovasi in
H. HanN, Ueber die Darstellung gegebener Funktioh{n durch singuldre Inte-
“grale. (II Mitteilung). (« Denkschrifte der Kaiserlichen Akademie der Wis-
senschaften » (Wien), Band 98, (1916), § 1, pag. 665). '
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per cosl dire, ancora pii forte della precedente, provando che:
Se p & un numero =1, e se la £(x) & integrabile in (0, 1) insieme
con la |f(x)p, vale l’uguaghanza

) lim [lf(w)— P,(@)|rde=0.

In cid che segue mi propongo d1 mostrare che questa impor-
tante proprietd dei polinomi di STIELTJES pud agevolmente de-
dursi da un’altra, che segue direttamente dai risultati gid ottenuti
dal ToNELLI nel lavoro citato.

Pertanto comincio a provare che se ®(u#) &8 una funzione con.
vessa secondo JENSEN e soddisfacente ad opportune ipotesi, gli
integrali

2

Jou1 2,4 ha, ne1,2,.

sono equiassolutamente continui sull’intervallo (0, 1). Poi, giovan-
domi di questo risultato, dimostro la proprieta stabilita dal LorENZ,
e ne dd al tempo stesso una generalizzazione, dlmostrando, in luogo
della {1), I’ uguaglianza

hm d>(| f(x) — P,(x) )de = 0.

Db inoltre una nuova e semplicissima dimostrazione della disu-

guaglianza .

1
| ﬁ P,0) P < ﬁ fle)ieda;
0

della quale si & giovato il LORENzZ per stabilire la (1), e di cui
ottengo la seguente generahzzamone
1

[@(l P (o))< fcb({f(x

Infine enuncio alcuni complementi ai precedenti rlsulta.tl, rela-
tivi al caso in cui si. considerino contemporaneamente pih fun-
zioni f(x) e i loro polinomi~di STIELTIES, e osservo che tutti ‘i -

risultati della presente Nota sussistono anche per altre classi di - -

polinomi, con un’opportuna avvertenza per i poliuoml di FEJEB
in pih variabili.
7
1. Una nuova propneta dei polinomi di Stieltjes. — Sia. <l>(u)
una funzione finita per ogni u tale che sia 0 <<u <+ éo non ne- -
gativa e convessa secondo JENSEN.
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Allora se f(x) & una funziote definita sull’intervallo (0, 1) e ivi
integrabile (nel senso del LEBESGUE) insieme con O(|£(x)!), gli inte:
grali

~

) / P(x)[)dx,‘ | n=12,..,

sono su (0, 1) eqmassolutamente contmm ) ’
a) Supponiamo, inoltre, nel presente capoverso che la fun-
zione ®(u) sia non decrescente e che sia ®(0)=0. ’ '
Definita la funzwne f(x) in tutto (— oo, + o0), ponendola uguale
a zéro per oghi x esterno all’ intervallo 0, 1), abblamo

1 : f “fa -+ )L — £t ff(x+t — eyt

kf z)[l—(z—-x’]”dz——
Y | 2/ 1ty at f (1 —t2pidt

e quindi, prendendo il valore assoluto e applicando la dlsugua
glianza d1 JENSEN, risulta

1 '; o
o I fety | —tyrdt @f| flae+1) (1 —t3)"dt
W] P, () |) < © f“ | f =

f,l(l*tg)ndt f_l(l—tg)"dt

ove, tenendo conto dell’ipotesi supplementare #(0)=0, T, (x) & il
polinomio di STIELTJES di ordine » della funzione @(/f(x)).

Per una proprietd stabilita dal ToNeLLI gli integrali ’T,,(x)dx,

(n=1, 2,..), sono equiassolutamente continui sull’intervallo (0, 1),
e, in virti della (3), della stessa proprietd godono anche gli inte-
grali (2). II nostro asserto & con ¢id provato, nell’ipotesi che ®(z)
sia non decrescente, e che sia ®(0)=0. '

b) Se queste ipotesi supplementari non sono verificate, osser-
viamo che, a prescindere dal caso banéle', in cui ®(u) sia limitata
in tutto (0, + o<), nel qual caso il nostro teorema & evidente, il
limite inferiore di ®(u) si avrad per u-—u,, con 0=Cu < oo, (ed
esso sark certamente un minimo se & #, >~ 0). In ogni caso, indi-
cato con @* tale limite inferiore, si definisca una funzione ®,(u),
ponendo - ’

b, (1) = Dlu) — %, , per u>u,,
®, () =0, -“per~0gugu,.
(% Cios, preso un & > 0 ad arbitrio, & possibile determinare un 3> 0,

in modo che la- dlsuguaghanza f®(| ”(a') })dw<5, valga per tuttl gh n e

E
per tutti gli insiemi misurabili E, di misura minore di ‘6. )

"

T (x
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®,(u) soddisfa alle stesse ipotesi di ¢(u}, ed & inoltre non decre-
scente e nulla per v —=20. o
Per quanto si & visto in «), dalla (3) si ha
: . 1 . e .

~

b P )=y 2 e — e

e quindi, essendo per ogni u =0,

B(u) — OO) << ¢ (u), d(u) << Dlu),
risulta :

B = o i 1 e+ 0
[}
e si conclude in modo analogo ad a).

OSSERVAZIONE. — B da rilevare il notevole caso particolare del
teorema del presentie n.° che si ottiene per ®(u)=u», (p=>1).

2. Generalizzazione del teorema di Lorenz. — Sia ®(u) una
funzione definita per u=0, non negativa, convessa secondo JENSEN,
e tale che sia ®(0)=0.

Allora, se f(x) & una funzione definita sull’intervallo (0, 1) e dvi
mteg1 abile (nel senso del LEBEbGUE) mszeme con &( f(x)]) e ¢(2]f(x)]),
vale r uguaglmnza

1 ] .
lim fd’(i fl@) — P,a))) dax = 0.
0 .

 Infatti, siccome QUasf dappertutto in (0‘71), > per n— o<,
P,(x) — f(x), preso ad arbitrio un numero ¢>>0, possiamo, per
il n.° 1, determinare sull intervallo (0, 1) un insieme I, in modo
che, indicato con E il sno complementare rispetto all’ 1ntervallo
(0, 1), sia

f¢(2|P,,(m)|)dx<e, T =1, 2,...),
ed anche .
Joei i dz <
B ! :
e che su I, P, (x) converga umformemente a f(x).
Per ogni » maggiore di un certo n, risulta allora, m I

[ fle) — Pya)| <.
Slccome dalle 1potes1 fatte su ¢(u), segue che tale funzione &
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non decrescente, abbiamo tenendo anche presente che esaa. & con-
vessa secondo JENSEN

(| f(x) — P (@) |) < (| f() | + | Pol2)] )£2[¢(2lf(w)l)+ 22| P,

e quindi, per ogni % > n, risulta

o) — Bfa) o< [0 112) — P fa) o +
0 I . :
-+ %[ [¢(2[f(x) ) dx + ¢(2]P,,(x)|)dx] < Be) + ¢,
E E
e siccome ®(c) — 0, per ¢— 0, perché per le ipotesi fatte ®(u} ri-
sulta continua anche per # =0, il nostro asserto & con cid provato.

OSSERVAZIONE. — Se esistono tre numeri non negativi 4, B, C,
tali che, per ogni >0, sia
4) ®(2u) << Ad(u) + Bu + C,

I’integrabilita, sull’intervallo (0, 1), della funzione ®2|f(x)|) & una
conseguenza delle altre ipotesi fatte nell’enunciato del presente n.°.

Per esempio, la dlsuguaghanza (4) & verificata per le seguentl
funzioni

d(u)=wur, con p=1; Pu)=ulg(l+u*), con x> 0;
duy=ulg[l +1g(1 +u)].

I1 teorema di LoreNz & dunque un caso particolare di quello

del presente n.°.

3. Generalizzazione di una proprieta stabilita da Lorenz. —
Sia ®(u) una funzione definita per ogni u=0, non negativa, non
decrescente e convessa secondo JENSEN,

Allora se f(x) & una funzione deﬁmta sull’ mtem)allo (0 1) ed ivi
integrabile (nel senso del LLEEBESGUE) insieme con la ¢([ f(x)]), Sussi-
stono le dtsuguaghanze

1

(5) /@(] P, (x dac< (I)([ (x)]) dee, n=1, 2,.....

a) Supponxamo inolire, nel presente capoverso, che sia ®(0)=0.
Definita anche qui la funzione f(x) in tutto (— oc, + oc), ponendola
uguale a zero in tutti i punti esterni all’intervallo (0, 1), abbiamo
dalla (3), integrando rispetto ad « sull’ intervallo 0, 1)

1 11

;‘*e, Py e < -'-»~—»{d.c[m( f4x+t; VA — £ .
g [
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e quindi anche, siccome il prodotto

| fle+ 1)) (1 — -ty

& -non negativo, in virtlt ‘del noto teorema di FUBINI-ToNELLI
sugh integrali multipli :

1

1 h
" (6) [@(}P,,(w))dms ﬁl—t’)"dt[¢(|f(w+t) yde.

- Ma per ogni ¢ di (— 1? 1) d
1

1
fotifie + b de < [y
0 0 :

° pertanto dalla (6) ségue immediatamente la (5), la quale & cosl
provata sotto I'ipotesi ®(0)=0.
b) Se & ®(0)==0, si considéri la funzione

Py() = P(u) — (0).

* Essa soddlsfa a tutte le ipotesi del nostro teorema, ed & inolfre
(0)_.0, qmndl, per quanto abblamo provato in a), risulta
P

o By e s-[¢>,‘<!f<m)|)dx,
0 0
e ne segue immediatamente la (B).

4 Complementi. — I rlsultatl ottenuti mei n.! precedenti si
possono estendere al cado in cui si considerino contemporanea-.
mentd pit funzioni f(x) e i relat1v1 ,polinomi di STIELTIES. Per
~smplicith di scrittura enunciamo tali estensioni nel caso in ' cui-
si considerino due fanzioni. '

«) Sia ®(u, v) una funzione ﬁmta per ogm coppia u, v tlale
che sia O <<u << 4- 69, 0gv<+oo mm negatwa e com:essa se- .
condo JENSEN. )

Allora, se t(x), g(x) sono due funzioni definite sull’mtervallo 0,1)ed
- vi integrabili (nel senso del LEBESGUE) insieme con la d(|1(x), |g(x))),
indicati con Pu(X), Qu(x) ¢ polinomi di Srirr1yes di ordine n relativi
alla f(x) e alla g(x) mpettwamente, gh inlegrali

me,,cc L ie@hds, =19,

sono eqmassolutamehte continwi sull’ intervallo ©, 1). N
8) Se sono soddisfaite tutle le' tpotesi indicale in «), se & inoltre
®(0, 0) =0, e se sull’ intervallo (0, 1) é integrabile anche la funzione
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+
D2 f(x)], 2!g(x)]}, vale Vnuguaglianza
1

lim ’q)(‘ f(x)—P",,(x) , | glz)— Q. (@) ) de = 0.

R — 00,

v} Se sono soddisfatte tutte le ipotesi indicate in »), e se inoltre
la ®(u, v) &, per ogni u, funzione non decrescente di v, e, per ogni v,
funzione non decrescente di w, sussistono le disuguaglianze
1 1 '

/;l)(]P“(x)[, ]Q,;(x)})dxg/(l)([f(x)[,[g(:c);)dx, 71#1. 2,....
[ ) ‘0

Basta ripetere le dimostrazioni dei n.t 1, 2, 3 con qualche evi-
dente modificazione.

5. Estensioni ad altre classi di polinomi. — =) Tutti i risul-
tati ottenuti nella presente Nota si estendono immediatamente ai
polinomi di SmieLTiEs in pilt variabili, ai polinomi trigonometrici
di DE LA VALLEE POussIN in nna o piit variabili e ai polinomi
trigonometriei di FEJER in una variabile.

8) I risultati dei n.i1 e 3 (e cosi pure quelli dei n.i 4, ») e 4, y))
si estendono immediatamente anche ai polinomi di FrJEr in piu
variabili.

Per I estensione del risultato del n.° 2 (e cosl pure per quelio del
n.° 4, §)) a quest’ultima classe di polinomi, bisogna tener presente
il risultato recentemente ottenuto da B. JESSEN, J. MARCINKIEWICZ
e A. ZyeMUND (Y); e quindi nell’enunciato dell’ analogo del teorema
del n.° 2 (e analogamente in quello del n.° 4, #)) va aggiunta I’ipo-
tesi che sia integrabile (nel senso del LEBESGUE) anche il prodotto
flg* |fl, (ove lg*|fi=1g!f|, per |f|=1; lg* |f|=0, per |f|<1),
inquantoché questa ipotesi supplementare pud non essere una con-
seguenza di quelle gia fatte. ' ’

(*) Note on the differentiadility of multiple integrale. (< Fundamenta
Mathematicae », T. XXV, (1935}, pp. 217-234), § 6, pag. 230:



