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Trasformate di Laplace con infiniti zeri
tendenti all’infinito sul semiasse reale positivo (*).

Nota di Luiecr AMERIO (a Milano).

Sunto. - Tenendo conto di note formule sulle funzioni di BeSSEL si danno
esempi di trasformate di LAPLACE con infiniti zer:i tendenti all’ infinito
sul semiasse reale positivo. o

Si ricavano successivamente i valori asintotici di tali zeri e, in un
caso particolare, i valori effettivi.

Mediante un cambiamento di variabile si ottiene pot da questo stesso
caso un esempio di funzione integrabile e ortogonale in 0'— 1 alla
successione di potenze x™ ™ con m intero positivo. :

In una mia recente Nota () ho dimostrato 1’esistenza di fun-
gioni reali le cui trasformate di LAPLACE possiedono infiniti zeri
sull’ asse reale, tendenti a + oo, fatto di cui, a mio credere, non
si conosceva alcun esempio, e che acquista interesse per le singolari
proprieta, allora segnalate, che compefono a tali funeioni.

In realtd si possono dare esempi in proposito trasformando op-
portunamente e completando nelle loro condizioni di validith note -
formule sulle funzioni di Bessen. Cid forma lo scopo della pre-
sente Nota, nella quale sono anche determinati, in generale, i valori
asintotici di tali zeri e, in un caso, i valori effettivi.

1. Per |argz| <77; e v complesso qualunque vale la formula:(*)

afep[ e & 1ppf 2
- 2 e v =
O K=K =3(3) foSma=3(2) Joso™ i o-ta
, 0 - 0
dove K,(z) & la funzione cilindrica dell’ af'gpmento i; definita dalla’
relazione

K,(z)= (I-uz) - L,(2))

2 senvr
1 i2m’
[ea) <§z) ) )
Liz)= ‘?‘mmi (v ’+";_'_n + 1)

ed &

(*) Lavoro eseguito presso 1'Istituto Matematico della R. Universita
di Milano. ]

(") L. AMERI0, Alcuni complementi alla teoria della trasformazione-di
Laplace. (<« Rend. Ace. Naz. dei Lincei», (6), 1987, pagg. 205-218).

(?) G. H. Warsox, Bessel Functions, pag. 183,} formula (15).
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Se p & un numero reale posmvo si ha. a.llora, con la trasfor-
mazione pt =r,

© " v =) _ap ) o
2 [e—pte_ftt‘**ldt 1 e—‘fe & py—lgy = —(z \/P> K,(z Vp)
: | " » f |
° ] ‘ ‘
. dove per Vp si deve prenders- il valore prificipale; lo stesso si

fara per p* se, come supporremo, si sard considerato il valore
principale di # e di 2v.

La (2), per note proprieta della trasformazione di LAPLACE,
vale nel semipiano R(p) > 0; si ha ciod

@ e ) = > 2 (2 Y2V e Vi

Posto poi % =), (sicch® sard R(}) > 0), ne segue

3) L(e—% tv-l) = 1;27 (Vi) K, (2 Vip)= Z(V%)va(z Vip) |

dove per \/’X‘si prenderd il valore prinéipale.
o : " .
Osserviamo ora che per R(v)>>0 la funzione e ¢ fv—1 & inte-
grabile assolutamente, in ogni intervalle 01—t T, anche se &
R()\)— 0. B facile dlmostrare che a,nehe in questo caso vale 1a (3).

Infattl, posto T =+ t’ si_ha, sempre per R( ) >0, R()\) >0:

® x ] - TV
-—— T —
4) /e,-"’e tp—ldt = o2t Z—Jrl- dr = Z(VI—;) K,(2 VAip)
- 0o b

cioé

o e— N AV .
dove L; & simbolo d1 trasformamone dl LAPLACE eseguita nel

piano della variabile complessa A
D’ altra parte, essendo R(p) >0, I’ integra‘le

-

© _P
i "
e v+1d .
" . )

- gonverge anche per B(})=0;" perclb, per un nofo teorema di
PiNcHERLE (°) (analoge a quello di ABEL sulle serie di potenze),
la (5), e quindi la (3'), vale anche -per R(p)>0, R()\)EO R(v) > 0.

. (}) G. DorTscH, Theorie und Anmendung der Laplace-Transformahon.'
(Berhn, Springer, 1937), S 47, Satz 1.
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Supposto A =4x, con x =0, si ricava allora

ia

v . T
L(e ' t“”l) =2 (Vp> e L K,((1 + i)V 2ap)
e, per A= —4x, con z=>0, si ha
ta 2\ T - __
L(e‘ tV—1): Z(VI_’> e 4K,((1—2)V 2xp)
da cui, in definitiva,

(6) L(t“—1 cos ;) =

(V3

{7) L(t"'-1 sen o—;) —

O I (L— i) VEp) + € IR (L + ) Y Zap)

; V[ —iv"T . . D . -—
=\Vp) le K, (1 — 4) V2ap) — e 4K, (1 -+ 1) V2up)
che sono le trasformate di LAPLACE cercate.

2. Le formule ottenute si semplificano notevolmente quando

1 . .,
5, Oppure v=m -5 con n intero positivo.

Nel primo caso, ricordando che & (*)

sia v—=

™
Ki(z) =V3; e
2

si ricava senza difficolta

-4 T —A/%ap R—
(8) L(t ? cos ;):V; e V¥ cos Veup
-4 ™ —n'%p —
{6) L(t * gen ;):V; e ¥ sen \ 2xp

formule che, si osservi, possono essere facilmente ricavate da
quella nota per A =0, (%)

L(t_ 2% 5):]/2 Rk

(%) G. H. WaTsonN, loe, cit., pag. 80, formula (13).
() G. Dorrsci. loc. cit,, pag. 402, formula (18).
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quando, come @ stato fatto, se ne dimostri la. validith per .
E(}) = 0.

~ Nel caso in cui sia v="mn + 3 ‘basta ricordare che & (%)

o=V S

'r'(n—-r}!(2z)"

da cui

-4
10 L(t” 2 cos ;) =

(l/') ”[e s VI i - m/zzpz ‘n+r)"e‘,4_ _

+
Vap 27! (n — 1) (Vap)

. e‘(ﬁi)‘l/_w_ KR —(1-;4)\/241;2 (n+¢)'e -i-r? } .
2 T ‘ 2y ”—"T)'(V“P)

_ V (‘/ ) —~x/zap 2": (n + r)l cos (\/Z«p 4(” —m)

o 2rin—n)! \/ap)

<

‘ l&nalogamente )

) \Ll/(i”_i‘sen t) o '
_V (V) —V2ap é ()t — sen(v%—ff(n—r)>

o2l (m — ) (Vap)

relazioni che si sarebbero anche potute ottenere demvando le (8
e (9), nspetto ap n volte e moltlphcando per (— 1

8. Le (8) e (9) ci danno immediatamente un primo 'esempio'di N
trasformate di LAPLACE con infiniti zeri tendenti a +:00 sul se-

miasse reale positivo: le funzioni otteriute si annullano infatti
nspettwumente nei punti -

: l
= —’(2m +1)}F . p == m.

) (12) 20:

Suppomamo ora, in generale, v>0. Per dlmostrare anche in
. 1 v
questo caso la proprieta osservata perv v=3, ricorriamo all’ espres- »

F

() @. . Wasox, loc. cit,, pag. 80, formula (12)."
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sione asintotica di K, (2) (°), limitata al primo termine
[ s
o= g et + 0

valida certamente per arg z —= Z .

Dalla (6) si ha ailora, supposto p - 0,

(13) , e—Ptiv~1 cos 7 dt = 2<V ) 51[ K((l—4)V ’1p)
0

—3 <V;)Vv5i [{2‘_»’{ V\_/’:; o bV T(, 0(p; %»] _
= V;(Vg)y—i*v%-cos (VT“P — g<v 4 ;))(1‘4_0(1)_ %))

e analogamente

@ .
(14 je—P‘tV—l sen % dt =
, 0

V3] (v ol )

Da queste formule e da quelle analoghe che potrebbero ricavarsi

per le derivate dei secondi membu delle (13) e (14), (demvate che

0 . - : N a \ )
coincidono con le trasformate di — v cosy e — v sen {), risulta,

in modo ben noto, che esistono infiniti zeri sul semiasse reale
positivo, tendenti a -+ oo e dati asintoticamente da

(15) | N [(2m +1) 7_2f " (g_ %) gr

p= 2
12
i

OSSERVAZIONT, — I) La funzione- .

(16) : b [‘m" + (2‘;_ %)

.__% o -
t sen y

(") G. H. Warson, loe. cit., pagé 202, formula 1).
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& assolutamente mtegrabxle tra 0 e + oo perché per t — oo,

1 sen » ; ) 1nf1n1tes1mo dello stesso ordine d1 1= Col_ cambla-

mento di variabile & — e si ha,' allora

@ : s
17 ‘/t—fgsen;_dt :‘——j x=! <lo'g-;:) Sen(lo;z)d
: 0 8

cioé la funzione

. 1) 2 [ a
(log :i) sen ( fog

& integrabile tra 0 e 1. Si ha poi, per R(p)=0,

1o 1 ~4
1 . 2
(18) /e-—ﬂt 2 sen‘%L di = ——j x? [xf‘ (log ;1,) sén (102 x)]dx
0 0

e quindi, dato ad « il valore 1;, dalla seconda delle (12) scende

che la funzione

(19) f{x) =5 <log :t)

wl»

nt
sen (2 log x>
& ortogonale, in 0:—i1, alla successione di potenze x™*. ron
m=1, 2,..., cioé si ha
1
/xm’ fla)dx =0. .
7 0
L’ esistenza di tale funzione non pud sorpendere; essa & anzi

o]
prevista da un noto teorema di MiiNTz (®), in quanto la Zm &

convergente. B notevole perd che ci sia stato possibile costrmrne'
una combinando in modo assai semplice operatori elementari del-
I’ Analisi. .

IT) Con riferimento a quanto & detto in fine della mia Nota
citata, si pud anche rilevare una proprieta comune a tutte le fun-

zioni #—1lsen ;, tVfl cos ;, con v > 0: che ciod il pro@g,tto integrale

(8) Cu. H. MiinTz, Ueber den Appztoa}imationsatz von Weierstrass,
(« Math. Abhandl. H. A. Schwarz gewidmet », 1914, pp. 803-312).
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(Faltung) di una di esse per una qualunque funzione definita
in 0i— T, ivi integrabile secondo LEBESGUE e non quasi ovungque
nulla in un intorno dello zero pei quaato piccolo, assume in ogni
tale intorno valori positivi e negativi.



