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PICCOLE NOTE , 75

Interpretazione geometrica della cut}vatum proiettiva
delle curve piane. '

Nota di FRANTISEK VydéicHLO (a Praga).

Sunto. - La curvatura proiettiva di una curva piana in punio generico
st puod esprimere mediante il birapporto di certe quattro rette che escono
da questo punto.

In questa Nota mostreremo una semplice interpretazione della
curvatura proiettiva g(s) (") che interviene mnelle equazioni fonda-
mentali differenziali per la curva piana C (?):

3 3z - .
(1) %§+2q gf (Zq 1)x;o, ZS, 2¢ a‘g (Z§+1>E:0,
ove 8 & I’arco proiettivo e x, { sono le coordinate di punto e di
retta tangente, normalizzate secondo E. CrcH. Per la dimostra-
zione faremo uso di qualche teorema ben mnoto relativo al contatto
- delle curve in un punto generico od in un punto singolare pel
caso di una curva algebrica od infine pel contatto delle curve di

cui una & data mediante le forme pliickeriane (?).

Siano \ \

@ A(~F) a6 A qs),

(*) Ved. anche la nota di E. Picasso: Curvatum dz una linea piana ..
« Rend. del Seminario della Facolta di Scienze della R. Universita di Ca-
‘ghan », 1984; ed anche la mia nota: Sur une interprétation géométrique-
de la com-bure projective des courbes planes, « Bulletm de la Société Math.
de France », 64 (1936), pag. 87-98.

() Ved. FUBINI-CECH, Introduction & la géométrie p¥ojective différen-
tielle -des surfaces, Paris, 1931 (Gauthier-Villars), pag. 13. .

(%) Ved. B, CecH, Projektioni Differ. Geomelrie, Praga, 1926, pag. 111 120.
Nel seguito noi lo designeremo per brevitd con « P.D.G.>».
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le rette fondamentali del sistema locale delle coordinate di PLthER
rispetto al punto s = s, della curva C e

3) I( Z—;—d—:+(q+1);)

la retta unith. Adoperando questo sistema (x,, x,, z,) dlmostre.
remo che:

1. 11 fascio delle cubiche che hanno nel phnto 8=23g, con la

curva C contatto di ordine 7, & quello determinato dalle cubiche :
" 'C = 10x,x,2, — S — 42,* =0,
[ 2C = 5(2x,2, — x,%)(T2, + q,) — 142, =0, .

DimosTrAzZIONE. — @) La conica osculatrice nel punto s=—3s,
calla C &
5) 2,2, — 2,2 =0.

Infatti la forma che appartiene a questa conica in coordinate
di PLiiCKER &

(6) 1P = 2. + ) — & ()
Segue per derivazione :

(7) 1P, = 2(8,,, + .52 + 2¢EE).
Poiche

(8) (lPt)S’—‘-?c = (_ 229)3=8o ’

possiamo dire che la forma 'P,() ha nel punto s =3, con la curva C
contatto quattropunto (°}. Ora *P() ha con C nel punto s=g, con-
tatto cinquepunto (®). La comica & osculatrice.

b) Poiché la forma ®P() appartenente alla 'C &

9) P(E) = — B PE, — 485,
abbiamo : C

(10) (2P3)3=30 = (_ 51PE.13 - 22253)3=30’

e .

(11) (2Pss)s=so = []P{4E - 5§“l) - 8q53]’=30 :

Vediamo che 2P.) ha con C nel punto s =3, contatto del
5° ordine (7). Per questa ragione la forma *P (%) ha con C nel
punto s, contatto di ordine 6 e la forma 2P() ha contatto di or-

(*) Qui e nel séguito r indice in basso fsignifica derivazione rispetto al-
Parco proiettivo.

(®) Ved. « P.D.G.», pag. 111.

(®) Ved. « P.D.G.», pag. 120.

(") Ved. « P.D.G.», pag. 111
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dine 7. Allora la cubicav‘Cr ha nel punfo 8=§, con la curva €
contatto di ordine 7 (3). N
c) La forma di PLcKER appartenente alla cubica C?

(12) . 3PE)=B'P.(TE, + 8¢F) + 14E%,.
Derivando, nel punto considerato abbiamo :
(13) " (*P,)s—s, =[62Pq + 'P-E(Bg, — 63)ls=a)

da cui segue subito che la forma *P,%) ha con la curva C nel
punto s — s, contatto di ordine 6. Allera la *P() ha ivi contatto
di ordine 7 ciod la cubica *C ha con la C in 8 =g, contatto di
ordine 7 ‘corie la cubica 'C.

2. La curvatura proiettiva o(s) della curva piana C nel pu/nto~
8 =8, sodd@sfa alla relazwne

(14) a(8,) = 3 (INHI) (),
' V100
14 .
ciod & uguale a meno di un fattore " costamte < ), al bwap—
v 100/ -

porto (TNHI), dove T & la tangente, N la normale proigttiva nel
punto s =s,, H la retta che congiunge il punto s =s, al punto di
HALPHEN del fascio delle cubiche 'C, *C (che hanno nel punto
8 =8, contatto di ordine 7 con C) ed infine I & la retta proiei-
tante dal punto s =38, ¢l punto di flesso reale della cubica 'C
‘(cublca. con nodo nel punto 8=—sg,, toccata ivi dalla tangente e
dalla normale proiettiva di C). - - ’ :
DimosTRrAZIONE. — La tangente T nel sistema considerato &
2, =0, la_normale proiettiva x, = 0. Per la retta H proiettante da
8 =3, I’altro punto comune alle cubiche !C, *C otterremo dalle (4)“

(15) 8qxy + 14x, = 0
ed infine per la retta T dalla prlma equamone (4) viene
3
1
(16) ‘ By + X, 5:—:0.
Si ha poi subit6 \
8\ T3__
14 4 V100
@ (ovED= (oo, o 5 ]/O) =Y,

e quindi 1’ equazione (14).
() Ved. <P.D.G.», pag. 118.

. . 3. __ .
() Per la radice V  si prende il valore aritmetico.



