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PICCOLE NOTE

Una lezione sulla riduzione di un differenziale ellittico reale 
a forma canonica con una trasformazione reale.

Nota di Guido Fubini (a Torino).

Sunto. - Il titolo dice Vargomento di questa lesione. L’A. crede di aver 
dato metodi più semplici e spontanei di quelli contenuti nei trattati a 
lui noti, e di averli illustrati con semplici costruzioni grafiche.

Consideriamo un integrale ellittico reale dw .* VP(w) di prima 
specie. Allora P(w) sarà un polinomio reale di 3° o di 4° grado 
privo di radici multiple. Nel secondo caso l’equazione P(w) = 0 
avrà quattro radici; nel primo caso potremo ancora parlare delle 
quattro radici della P(w) = 0, convenendo di considerare w — oo 
come una radice reale della equazione P(w) — 0 di 3° grado. Ciò 
appare spontaneo a chi pensi che invece delle radici di P(w) = 0 
si può in questi studii parlare dei punti di diramazione di VP(w).

Dal punto di vista reale tali differenziali si potranno, in ogni 
caso, distinguere in tre tipi :

1° tipo). Le radici citate sono tutte e quattro reali.
2° tipo). Le radici sono due reali, due complesse coniugate.
3° tipo). Le radici sono due coppie di numeri complessi co 

niugati. [Questo caso non si presenta se P(w) è di terzo grado].
Il problema di cui ci occupiamo è di ridurre con una trasfor­

mazione reale (x) tali differenziali alla forma canonica di Legendre

(1)
Vi — k* sen2 <p

dv =------------- (0 <k< 1).

Ora è notevole che, con una trasformazione reale, si può fare 
assumere ad (1) la forma di un integrale ellittico di specie di

(l) Questo problema, di scarsa importanza teorica, è fondamentale per 
chi debba eseguire calcoli numerici.
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un tipo qualsiasi. Infatti, posto,rispettivamente ,n— sen <p, X= cos cp, 
; = a tg © (eon a — cost.), si trova immediatamente

(2) dv = , —-z — — —— - =
V (1 — x2)(l — kV) V(l —X2 )(fc'2-+-fc2X2)

O '
— a —, —-    , (0 < fc' <• 1 • fc2 4- fc'2 = 1).
* V(V-+-a2)(fc'2?-t-a2) '

Il secondo, il terzo, il quarto membro dì (2) sono precisamente 
differenziali del 1°, del 2°, dèi 3° tipo.

Si noti ancora che, supposto, come al solito, che v = 0 per cp—6, 
cioè posto ç — ami), alle formolo (2) si può giungere anche suppo­
nendo

x — snv, X — cnv, ; = a —, ’ ' cnv’

e studiando le equazioni differenziali del 1° ordine, a cui soddi­
sfano queste funzioni.

Si passa dall’ una all’ altra delle (2) con le trasformazioni :

X = V1 — x2, l = a—, eco.  
v yi — x2^

trasformazioni che sono reali, perchè |^|<1, |X|<1.
Ad abundantiam si possono ricordare altre semplici trasforma­

zioni. 
Ponendo, p. es., x1 — dnv ~ \1 — k2x2, xs = 1 ; x2, X1 = 1 ; X, 

si trova :
(2 } dv — - _______ dx 1 —_________ dXi
{b18 v ' va-^^-fc'2) v(«i2—ix«? — F)

(I I 1 ; ft' < I I < 1)
oppure

(2ter) " V(X! - ixfc'2xyuR’

I differenziali (2bis) sono ancora del tipo 1°, come il primo dei 
differenziali (2). Ma nel primo dei (2bis) il polinomio denominatore 
ha negativo il coefficiente della quarta pòtenza della variabile xt. 
Così (2ter) è del tipo secondo, precisamente come il secondo dei 
differenziali (2) : unica differenza tra di loro è il segno del coeffi­
ciente di X4 o di _X\4.

È importante osservare che, posto

x2 = t, X’2 = T. 5« = t, x* = tù = X12=Tlì
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i precedenti differenziali diventano :

/ „ 1 di 1 dT
i 2 Vt(l - 0(1 - L'O 2 __ 2-)^. WT}

(3| ’ _1 a_______ tfc _ 1 dt,__________
j 2° Vt + »Fì+«T 2 -
I _ _ 1_______dit _ 1 dT,________
' ~ 2 Vr,(0 — 1) (0 — fc») “ 2 V T)(2\ — 1)(FT + F) '

ove il polinomio al denominatore è sempre di terzo grado, e i 
differenziali sono tutti del primo tipo (cioè con punti di dirama­
zione tutti reali, di cui solo tre a distanza finita).

Il modo più semplice di ridurre un integrale ellittico dw ; VP(w) 
a forma canonica è quello di far subire a w una trasformazione 
reale lineare tale che le quattro radici della P(w) = 0 vadano nelle 
quattro radici di uno dei polinomi che sono al denominatore di 
uno dei differenziali (2) o (3). È però interessante studiare parti­
colarmente i tre tipi citati.

1° Tipo. — I quattro punti di diramazione sono quattro punti 
reali w — ai. Assumiamo una retta r come immagine della varia­
bile w; e, come in geometria proiettiva, consideriamolachiusa al- 
F infinito. Allora due valori distinti w = ß, y divideranno r in 
due intervalli. Se uno dei punti ß, y, p. es. il punto w = y, è all’in­
finito, allora tali intervalli saranno le due semirette in cui, se­
condo la geometria elementare, la retta r sarebbe divisa dal punto 
-v — ß. Se entrambi i punti ß, y. sono al finito, uno dei due inter­
valli è il segmento finito, di cui ß, y sono gli estremi, l’altro è la 
parte residua di r, e, secondo la geometria elementare, sarebbe 
formato da due semirette (che si congiungono all’infinito).

I quattro punti di diramazione citati dividono la retta in quattro 
intervalli (due di essi sono semirette se P(w) è di terzo grado e 
un punto di diramazione è all’ infinito ; se così non avviene, tre 
Intervalli sono segmenti finiti, il quarto appare al geometra ele­
mentare come composto di due semirette). In due e due soli (non 
contigui) di questi intervalli è P(vv) > 0, e quindi VP(w) è reale. 
Sia j quello di questi due intervalli, in cui noi consideriamo va­
riabile w. Indicheremo con a, e a2 i due estremi di j (lasciando 
arbitrario quale si indica con a,, quale con a,,). Percorriamo r nel 
verso che, attraverso l’intervallo j, conduce da otj ad a2 ; e suppo­
niamo di incontrare i punti di diramazione nell’ordine a2, at, 
oc4, «i.
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k

(4)

1 
k

V(l — æ2)(l — fcW)’

cioè col primo dei differenziali (1). La riduzione a forma canonica 
con una trasformazione reale è quindi conseguita nel modo più 
semplice.

Il differenziale VP(w), quando w si muove in coinciderà 
(a meno di un fattore costante reale) con 

à ,

Per le ipotesi fatte il primo membro è maggiore di 1. Se R ne 

è la radice quadrata positiva, la P = determina
completamente il numero

uguagliando i birapporti (a,, «2, «3, a4)

R — 1
k == p—T (è 0 < k < 1, perchè R > 1).

1 /I / ~ k ~ 1 /
-^4-1 U — 1

k \k

I punti a3, a4 saranno esterni ad j : [scambiando gli estremi 
che si indicano con ax ed a2, si scambieranno i punti a3, «J, Se w 
è un punto di j, il verso oqwoq coinciderà col verso «,L2«3, o col 
verso octa3a4, o col verso a3a4an o col verso a4a(as.

Portiamo con una trasformazione lineare reale (generalmente 

fratta) i punti w = a2, a3, a4 nei punti re = — 1, 1, ai
punti w dell’intervallo j corrisponderanno i punti x soddisfacenti 
alla I x I < 1. I punti ± (1 : k} che sono immagine di punti esterni 
ad j saranno esterni all’intervallo e quindi sarà ]k\ < 1.

/ 1\ 
Poiché i versi (04, oc2, oc3) ed (a2, a3, a4) coincidono, i versi I — 1, 1, ^1 

ed ^1, (sull’asse delle x pensato chiuso all’infinito) coin­

cideranno ; perciò sarà k > 0, e quindi 0<fc<l.
II valore di k si trova 

e (- 1, 1, à> —4) :
A ’ ’ k’ k

«z - ^4 — ^
a3 a2 a4 ai

_JL, cioè R —-A — #2—1-

1° Tipo (2° metodo). — Si potrebbero portare (ancora con una 
trasformazione lineare, generalmente fratta) i punti w = oq, a2, a3, a4 
nei punti z = 0, 1, A, 00, ove A è determinato dall’uguagliare i 
birapporti

(5) *3 —*1 a4-~^
1 a3 oc2 a4 a
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Essendo, come già abbiamo osservato, Ä2> 1, sarà anemie A > 1. 
Ciò che si poteva prevedere osservando che il verso (04X304) coin­
cide col verso (040404) e che quindi il verso (0, 1, A) coincide col 
verso (1, A, 00).

Quando w varia in j, allora 0 < 0 < 1, e dtv*. VP(w), a meno 
di un fattore costante reale, coinciderà con

d& __ L2 —
Vs(1 — s)(l - L-s)' \ — /'

Si noti che il valore attuale k2 dato da (5) non coincide col 
valore (4), utile col metodo precedente. Ora il differenziale testò 
determinato si riduce facilmente a qualcuno dei (3), p. es. al primo 
di essi sbasta porre t =.- s, e trascurare il fattore inessenziale . 

Il confronto del metodo attuale col precedente conduce senz'altro 
alla trasformazione di Landen. Infatti consideriamo il primo dei 
differenziali (2), quando si supponga che —1 1. Poniamo

(6)
Ai valori

_ —2s k -4-1
x 2kz — (k 1) *

a = 0, 1, il = ^-^—, 00 (-^>1)

corrisponderanno precisamente i punti x =— 1, 1, E si

avrà, posto s = f2, A — 1 : k2 :
à  1 ds 2 dt

vu—«*xi—*»«») ~ V(i—i®)(i—**<s)

dx
— æ2)(l — k2x2) ’

si trova

t = sn 
(7)

Lv — s-r (« — K, L) = cn(v, k) 
dn(v, k)'

A + k 2\k\

Ponendo i due membri tignali a t?, e ricordando che con le 
notazioni abituali è 

0

Per t = 0 è a? — — 1. Dunque, integrando, si avrà : 
0 ss r
C dx C dx 2 Ç dt
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Le. due funzioni (7) sono legate dalla (6) ove si ponga z±=t2. 
E si ritrova così la trasformazione di Landen.

2° Tipo. — L’equazione P(w) — 0 abbia due radici reali a, ß e 
due complesse 7 db io. Nel piano ir della variabile complessa w i 
punti oc, ß, 7 4- ê determinano un cerchio C (ridotto ad una retta 
se uno dei punti oc, ß è il punto w — 00). È facile riconoscere che 
le trasformazioni lineari reali che mutano in sè stessi i punii oc, ß 
trasformano il cerchio C in sè stesso, pure non lasciando fisso il 
punto 7 d- ^'2. Consideriamo una trasformazione lineare reale T che 
porta i punti w = a, ß nei punti A=bbl. Essa porterà C in un 
cerchio T passante per i punti X = ± 1 ; e dall’ osservazione pre­
cedente segue che il cerchio T non muta, se cambiamo la trasfor­
mazione T che porta i punti w — oc, ß rispettivamente nei punti 
A = — i, 4- 1. Al variare di questa trasformazione il punto Q 
trasformato di 7 4- descriverà tutto il cerchio P, e si potrà 
perciò scegliere T in modo che il punto Q trasformato di 7 4- ?’o 
sia uno dei punti in cui il cerchio T incontra l’asse immaginario 
(del piano della variabile complessa X). Se uno di questi punti 
ha l’ordinata a, l’altro avrà l’ordinata (—II«). Supponiamo che Q 
sia il punto di ordinata a. Allora la trasformazione T trasformerà 
il differenziale (dw P(w) in un differenziale che, a meno di 
un fattore costante reale, coinciderà con

dX dX............ - ............ o con —  : " ' ■ - .
V( 1 — -+- a*) v (^2 - 1)(X! a’)

A meno di un fattore costante reale, il primo di questi coin­
cide col secondo dei (2), quando si ponga 1 \a* ~ k* : k'* = k2 : (1 — fc’), 
ossia

‘‘“sAp (0 <*■<!).

Il secondo dei precedenti differenziali coincide (a meno di un 
fattore costante reale) con (2ter), appena si ponga A, al posto di A, 
e W.k'2 — k2\( 1 — F) al posto di a2.

Costruzione grafica. — Il valore di a2 e quindi anche quello 
di k2 si possono trovare graficamente. Il cerchio C è il cerchio 
circoscritto al triangolo che ha per vertici i punti oc, ß, 74- L8. Per 
trovare il cerchio T basterà vedere quale è il cerchio T trasfor­
mato di C mediante una delle trasformazioni lineari citate. La più 
semplice di questa è la similitudine che porta i punti w = a, ß nei, 
punti A—— i, 4-1. L’asse immaginario del piano A è l’asse del 
segmento (—1, 1), cioè la retta perpendicolare a questo segmento 
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che passa per il suo punto di mezzo. I punti ia, (— i ' a), in cui r 
incontra V asse immaginario sono pertanto i punti che insieme ai 
punti 1 determinano un triangolo simile ad uno dei triangoli 
che hanno per vertici i punti oc, ß ed uno dei punti ove Passe del 
segmento (a, fi) incontra il cerchio C. [Non ci occupiamo del caso 
che 0 sia ridotto ad una retta, cioè che P(w) sia di terzo grado e 
quindi che uno dei punti oc, ß sia all* infinito].

3° Tipo. — P(w) = 0 ha due coppie di radici complesse coniu­
gate. Nel piano della variabile complessa w a queste radici corri­
sponderanno quattro punti, a due a due simmetrici rispetto all’ asse 
reale. Questi quattro punti giaceranno perciò sopra un cerchio C 
che incontrerà l’asse reale in due punti reali oc, ß. Con una tra­

sformazione lineare intera reale ; = h * (ove h è una costante 
w — ß ’ 1

reale arbitraria) si portino i punti w  oc, ß nei punti ? = 0, oo. Il 
cerchio C sarà trasformato nell’ asse immaginario del piano della 
variabile complessa ç ; le quattro radici della P{n) — 0, giacenti 
su C, saranno trasformate in quattro punti l~±:im, ±in di tale 
asse immaginario : le m, n saranno reali, e, Volendo, si potranno 
supporre positive. Il differenziale dw ; \/ P(w) coinciderà, a meno 
di un fattore costante reale, con

di ____  '

Siamo ricondotti (a meno del solito fattore costante reale) al- 
l’ultimo dei differenziali (2), ove, se \m\ è il più piccolo dei nu­
meri |m|, |n’|, sia posto

. -, fH2
a —— \m , k'2 — 1 — k2 =±=‘ — .' ' n2

Costruzione grafica. La ricerca dei punti im, in si può 
compiere per via grafica.

Si consideri uno dei semipiani, in cui l’asse reale divide il 
piano n della variabile complessa, w, p. es. il semipiano superiore. 
Si considerino le due radici della P(w) = 0 che giacciono in questo 
semipiano, e si proiettino tali radici da uno dei punti a, ß quii’ asse 
immaginario. Le ordinate di queste proiezioni daranno una possi­
bile coppia di valori per i numeri m, n (le altte òol coppie possi­
bili si ottengono, moltiplicando m, n per una stessa costante reale 
e positiva). La dimostrazione di quanto si è asserito* è immediata. 
I punti a, ß e le due radici considerate sono quattro pùnti di uno 
stesso cerchio C (che incontra l’assë^«!« ad angolo retto). I quattro 
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valori corrispondenti della variabile complessa w hanno per birap- 
porto proprio il birapporto dei' quattro punti citati del cerchio C, 
cioè il birapporto delle quattro rette che proiettano tali punti da 
un punto qualsiasi del cerchio C, p. es. dal punto ß, od anche dei 
quattro punti in cui queste quattro rette incontrano l’asse imma­
ginario. Ma di questi quattro punti, quelli che corrispondono ad a 
ed a ß sono evidentemente F origine e il punto improprio. Gli altri 
due saranno perciò due possibili punti à, in.

Osservazioni. — 1. Come nel primo tipo abbiamo trovato la 
trasformazione di Landen variando il metodo di riduzione a forma 
canonica, così, variando la forma canonica tra le (2), (2bis), (2ter), 
troveremmo altre formolo di trasformazione che però non portano 
a nulla di essenzialmenie nuovo.

2. Ci si potrebbe proporre il problema analogo per la riduzione 
con trasformazioni reali alla forma canonica di Weierstrass. Noi 
qui ci accontenteremo di ridurre invece anche la forma canonica 
di Weierstrass

dp  dp 
V*P* — gtp — s, V<p — e^p — et\p — e3)

alla forma canonica di Legendre, cioè ad una delle forme (2), 
(2bis), (2ter)j (3). Si tratta di un’applicazione immediata dei metodi 
precedenti ; al lettore il confronto tra le varie forme qui ottenute e 
quelle di altri trattati, che si potrebbero dedurre appunto variando 
il differenziale (2), (2biS). (2ter) o (3) che si assume come canonico.

I).  Le radici et sono reali ed è e1 > et > e3. Supponiamo
es > p > e3 ; e poniamo

8

La trasformazione lineare

porta i punti p —. e} 

l’intervallo èssa porta il

6z, oo nei punti s — 1,

p > e3 nell’ intervallo 1 > 2? > — 1 ;

ei
«i —V

 
_ 1 — 8 _ Ve, — et— Ve,— e,

1-+-S Ÿej — e, ■+■ Ve, — e»

p — e, s — l
p — et 8 + 1 ’
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(ß) 

Integriamo, osservando ehe per p = oo è s = — i e ricordando 

che
o
Ç dz

citato differenziale di Weierstrass dp: Ÿ4p8 gtp ^~g jn

_____ 1_____________à__________ ___ dp
~ët -+- V«. — s, V(I —s'XI—L's'> ~

JV(l-3’)(l-fcV) * E'-

— fc
Troveremo

___________ 1_________ r__ dz
~ \l^êt + Ve.^Sz [./ V(l-»*Xl-4Vj + K~tK 

0 ,
ossia

s = sn I (V^! — Cj -F- V®i — e3)w *- -+- *K' |.

La s, si noti, è legata alla p mediante la (a).

II).  Sempre nella ipotesi di radici e reali e di > et > et, 
il radicale V^p8 — gfp — g3 è reale anche se p > (cioè se p ap­
partiene all’intervallo [eJ? 00]). Lia trasformazione lineare

z n 0/ x« +1 . P — ei — S(ei — e3)M p = ei_S(ei_e8)—r ossia

porta i punti = 00, e15 e,, e8 rispettivamente nei punti 1/ —1, 

— e l’intervallo p> Cj nell’intervallo l’attuale

valore di k è uguale a quello del caso I). Se ne trae che vale 
ancora la (ß) come nel caso I). Unica differenza è quella che nel 
caso attuale p>ex. Infatti lap non ha nei due casi lo stesso 
significato.

Se con p indichiamo la p quando p > ex (caso II)) troviamo 
che la p di I) è legata alla p di II) dalla

p — e [conseguenza delle (a) ed (a')J* 
P — e*
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Questa forinola ricorda quella relativa all’ aggiunta di un semi­
periodo : il lettore spieghi l’intima ragione di questo fatto (*)•

III).  Delle tre radici una sola, che indicheremo con 6, è 
reale. Le altre due sono complesse coniugate. Essendo Ir
radici complesse saranno — | db iX, con X >> 0 reale. Posto

p>0, p2 = (2X)* -+- (3e)1,

-+- p' 2X -, /p 3e , p(p3e)a— 2X — p —3e~ |/p—3e donde 12X’

la trasformazione 
/I 1 \ 2-Fip=e_p^ + _) = e_p—-,

porta i punti 0 = 1, — 1, à nei punti p ~ 00, e, — -f- ïX, e 1’ in­

tervallo p > e (in cui il differenziale di Weierstrass è reale) 
nell’ intervallo — 1 < 0 < 1.

Si trova poi
dp dp

1 à I ds
V 2p 1/h —b6 P-F3s> V2p \ (1 — s'XL.-s' -+- fc/2)

ove si è posto
r — P ^6 , ,z — P __it«

} 2p ’ 1 ~ 2p “ 1 ’

(Si è scritto kï in luogo di k per evitare equivoci coi casi pre­
cedenti). L’ultimo differenziale qui scritto, a meno di un fattore 
costante reale, coincide col terzo membro di (2), quando a 0 ed a kY 
si sostituiscano le X e k.

(9 Nei casi I) e II) si potrebbero usare le

P = e3 ■+■ (6.» — 63)S, p ^63 -U

che portano l’intervallo e2^>P^>e3 oppure p>e{ nell’ intervallo0<XL 
e porre poi al solito s = t2. [Come sopra,'si noti la relazione tra i due va­
lori di p, trasformati di uno stesso valore s mediante tali due trasforma­
zioni]. Il differenziale di Weierstrass resta così trasformato in un diffe­
renziale del tipo (3), i cui punti di diramazione sono i punti 0, I, ss ed 
un quarto punto z maggiore di 1.
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Resta cosi completata in tutti i casi la riduzione, con trasfor­
mazione reale, del differenziale di la specie di Weierstrass ad 
un differenziale di Legendre. Avendo già trovato le trasforma­
zioni reali che riducono alla forma di ’Legendre un qualsiasi 
integrale ellittico di la specie reale, restano implicitamente deter­
minate anche le trasformazioni reali che riducono un tale inte­
grale ellittico alla forma di Weierstrass.


