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PICCOLE NOTE 105

Proprietà delle funzioni rappresentate mediante 
serie trigonometriche (*).

(*) Lavoro eseguito nell’ Istituto per le Applicazioni del Calcolo. I risul­
tati della presente Nota sono stati comunicati all’Accademia delle Scienze 
di Rumania in data 13 dicembre 1937.

Nota di Lamberto Cesari (a Roma).

Sunto. - Si danno alcune condizioni sufficienti perchè una funzione, rap­
presentata mediante una serie trigonometrica, sia continua insieme alle 
sue prime p derivate nelV intervallo apèrto (0, 2?r).

Sia
1 00

(1) s a0 2 (an 008 nx ■+- bn sen nx)
4 n=1

una serie trigonometrica. Sono noti i seguenti teoremi :
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Teorema A (Szidon) (*).  — Se

—V, 6„-*0, 'ï |Aa„|lgn < oc, sjA6„|lgn<oo (’), ,

la (1) è la serie di Fourier di una funzione integrabile L.
Teorema B (KolmogorJff) (3). — Se

an — 0, —0, 2 I AÄa„ | n < oo, 2 | | n Ign < oo,
n=1 m=1

la (1) è la serie di Fourier di una funzione integrabile L.
Teorema C (4). — Se 0, 6n-*0,  e se per un numero reale 

0 < <r <" 1,

2 I I < oo, 2 I Aa&„ I < oo, 
n—1 n=1

la (1) è la serie di Fourier di una funzione integrabile L. 
Teorema D (5). — Se an — 0, *0,  e se per un numero reale

<7 >» 1,

2 IAaan I n°~1 < oo, 2 J ACT6W | nCT-1 Ig n < oo, 
n=1 n=l

la (1) è la serie di Fourier di una funzione integrabile L.
Teorema E (6). — Se

«n-* ^„-*0,  2 I Aan I < oc, s I Aò„ I < OO,

la (1) converge uniformemente in ogni intervallo chiuso di (0 — 2w) 
verso una funzione continua in (0 — 2tc) (7).

(‘) S. Szidon, J^eihentheoretische Sätze und ihre Anwendungen in der 
Theorie der Fourierschen Reihen. « Math. Zeitschr. », Bd. 10 (1921), pp. 121-127.

(2) Indichiamo con A?an, differenze di ordine reale o > 0 della succes­
sione [an], dove esistono per ogni n, le quantità

A a d’n 2 ( 1)^ / , H = 1, 2,...

(3) A. Kolmogoroff, aSuf V ordre de grandeur des coefficients de la série 
de Fourier-Lebesgue. « Bulletin int. de 1’Ac. pol. des sciences et lettres », 
S. A. (1923), pp. 83-86.

(4) L. Cesari, Sulle condizioni sufficienti per le successioni di Fourier.
« Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa », S. II, vol. Ili (1934), 
pp. 105-134 e in particolare p. 114. <

(5) Li. Cesari, loc. cit. in (.),  p. 126 e p. 133.*
(6) Vedi ad es. L. Torelli, Serie trigonometriche. Zanichelli, Bologna, 

1928, pp. 42-43.
(7) Noi diremo sempre (a— b) l’intervallo aperto (a, -).
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Teorema E (8). — Se
oo oo

aM —0, 6„ —0, ì|M,I<°°ì 2 * * *IAAI<°°, 
n—1 n—1

2 |Af>4.r+1aM|wP< oo, .2 | àp4_r+1èM|nP< oo,
n—1 m=1

la (1) converge uniformemente in ogni intervallo chiuso di (0 — 2z)

(8) Loc. cit. in (6) pp. 48-49.
(9) Questo ultimo fatto trovasi osservato e dimostrato per > altra via in

A. Zygmund, Trigonometrical series. « fonografie Matematiche », Varsavia, 
1935, p. 129, 5.7.6. '

vale la tesi del teorema E.
Nel ^presente lavoro noi diamo delle condizioni semplici e fa­

cili, sufficienti perchè la (1) converga, oppure converga secondo 
medie del Cesaro di ordine sufficientemente elevato, verso una 
funzione f(x} continua in (0 — 2nj e dotata di tutte le derivate fino 
alla p-ma continue in (0 — 2ir). Tali condizioni, in aggiunta a quelle 
dei teoremi A, B, C, D ad esempio, danno delle condizioni suffi­
cienti perchè la (1) sia la serie di Fourier di una funzione inte­
grabile L avente le proprietà di continuità e derivabilità ora dette.

1. Enunciamo il
Teorema I. — Se an —^0, b^ — 0, ss per un p >> 0 intero si ha

oo OO
S Iàp+lan\ni> <oo, s I In» < oo, 

n=1 n=1
la (1) converge uniformemente in ogni intervallo chiuso di (0 — 2ir) 
verso una funzione f(x) dotata di tutte le derivate fino alla p-ma 
continue in (0 — 2ii). -

Questo teorema è contenuto come caso particolare nel teo­
rema II.

Si osservi intanto che dal teorema I risulta che nelle ipotesi 
del teorema B la funzione generatrice della (1) è dotata di deri­
vata prima continua in^O — 2k) (9).

Ne risulta inoltre, ad esempio, che, come è già noto per altra 
via, le serie 7

cos nx 1 sen nx cos nx ™ sen nx 
n=1 n ’ n=l U n=2 1 gn ’ n==2 Ign 

convergono in (0 — 2z) verso funzioni f(x) dotate di tutte le deri­
vate continue in (0 — 2ir).

2. Dimostriamo ora il seguente
Teorema II. — Se an^0, bn~~0, se per un pÇ>0 ed un r^0 

interi si ha
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verso una funzione f(x) dotata di tutte le derivate fino alla p-ma 
continue in (0 — 2z).

Sia 8m(x) la somma parziale m-ma della serie (1) e un intero 
qualsiasi. Cominciamo col dimostrare la seguente formula

(2) (— sen 11 cos t 4-* *

r / mA Tri / v•+• een 2/x-h l*-2j  ‘+’ Va), '

ove
(3) 4>'f)(x) = (-l)>i|a0.2i‘8eIii‘|-

—1 (—if-1-*àta, cos I æ + ^f + l)^ 2^-*  sen11-1-'—
t-o L 41 2

sen [4^ a 4- (t 4- l)çl 2^sen^-i-^.
«=o L 2 

(3') ♦2?(«) =

=jV(—If-"1 oos^m — t -4- -4- sen^^

-+-‘iS \ - If-1 sen [(«*  - t -+- ® -*-  (*-*-!)  ^12^—!—t geni1-1-41.

Intanto la (2) e le (3), (3') sono vere per tx —0 ove si ha 

<j>0«»(x) = ga0, <I>„,<0)(a?) — 0.
Supponiamo la (2) e le (3), (3') vere per un certo |x. Moltipli- 

cando la (2) per I—2 sen ed osservando chß

cos l/ «A *1/ ~ x\ COS |7 / I\\n +óP + ia9 ~2sen5 = |n4-£-—sen[\ a). 4I\ 2/ sen[\ 2 }x (p*  -+- l)g—

cosi/ . p.-+-1\ --Isen [\n — 1 ••< g j a -+- ([x 4-1) .

si ha

i S A^an ...)|^2 sen= S à^nOosfii

— 2 cos [n -+-...] == —
n—0

■ rz P« -4~ i\
H- cos llm — u. -4- —g— I;

m—p.—1 r/ • {*-+-  n‘
-4- S ■ A4cos iln -4- 0 )æ “+■ (p*  ■+■ hi

h=1 - L\ / 2 

[p*  •+*  1^1
A^a, cos 2-- x 4- (|x 4-1)2! ■*-  

.««I '
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e analogamente per bn. Si ha così

<t>(p.+1)_ _ gen ? — A^a, cos a? 4- (fx -+- l)^j — ...

<I»^+1)= —«blasen4-Ap,aM_p.co8^n — u -f-t-l)g|-+- ...

e da queste si deducono mediante le (3), (3'), scritte per il fissato 
valore di |x, le (3), (3') stesse per u -+~ 1. La (2) e le (3), (3') sono con 
ciò dimostrate per ogni in­

scriviamo ora la (2) per u=p + r+ 1 e osserviamo che da 
a„ —* 0, bn -*  0 per n —* oo segue

A(an~*  0, 0, i 1, 2,... p, p 4- 1, ..., p -+- r, per n —► oc,

onde, essendo per la (3 )

^+r+i\x] < I I 4- Ptr I A,6m_, 11,
ti==0 t- 0 ‘

segue

lim <t>m+r+1V) = 0

uniformemente in (—oo, +oo).

D’ «£tra parte le serie S | AP4_t.+1art |, 2 | ^PA_t.^_1bn | convergono 
n—1 n—1

onde esiste il limite

(5) F(x)= lim (- l)p-t’+> s„,(æ) 2”+’+1 8eii>>+’+'~ =

— ly+r+'flx) sen H-r+l| _

°°| F/ n 4- r 4-Tri
= ■+“ 2 aw cos 4- —g---- J n -4- (p-f-r-nl)^ | 4-

4 1 17 P-4-F4-1X / Atti)
4- àp+,.+1bn sen In -4------- --------J x -+" r + 1 fe ’

dove la serie qui scritta converge uniformemente in tutto (— oo, 4- oc) 
mentre la serie (1) convergerà uniformemente in ogni intervallo

chiuso non contenente punti in cui si annulla sen cioè non 

non contenente i punti zb 2, k = 0, 1, 2,....
D’ altra parte si osservi che 4>0(#)(p+r4'1) è un pMinomio trigono­

metrico e quindi rappresenta una funzione dotata di tutte le deri­
vate continue in (- oo, 4-00) e,che la serie (5), derivata termine 
a termine p volte successive, dà sempre serie assolutamente ed uni-
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formemente convergenti in tutto (— oo, oo) essendo esse mino­
ranti della serie

S A;,+r4.i«„| ♦»-+- <—x------ -4- I AM_,.+ l61J « , .
n=1 I \ & ! ' \ .4/1

Per noti teoremi F(x) è dunque dotata di tutte le derivate fino 
alla p-ma, continue in (— co, -u oo) - e quinci, essendo

f(x) = F(x)t^—2 sen ,

f(x) è dotata di tutte le derivate fino alla p-ma continue in (0 — 2?rj.

3. Lemma T. — Se [an] è una successione di numeri reali, se 
p 0, r 0 sono due interi e se

lim Ar+1 alt = 0, S I AJ94_,.4.1an | n? < oo, 
n —- oo , n—0’

è anche
oo oo ' .oo

(6) S ! Ap+.,a„ I n”-  < oo, S | Ap+r_,an ; < oo,..., s ; Ar+1a„ | < oo1

2 an I < oo
0

esiste una costante C tale che, per ogni n

; Aran I < C, I A,.-!«,, I < C(w +-1),..., IAa„ | < C(n-t-| a„ | < C(n 4 1)".

Da Ar4-i«»-*0 segue 0, ..., &r±pan—*- 0, ... .

x D’altra parte dalla convergenza della serie S | Ap+r+1an I, da 
w- °

a»4-A» — 0 e da

A^4-,.aw AP+ramr = 5 Ap_|_,.+1dM, m <z m',

segue, per m' oo

n~ ft n-Q

(7) 2 * * * * |Ap+„+!a,tjn”<oo, s I Ap+,.+,a„| n”<oc,....
Ô n-0

Lemma II. — Se [an] è ima successione di numeri re ili, se 
r>0 è un intero e se

-i«nb

k
{an ' nr~*

l'AP+ra/n I ^>2 I A.
n—m

i»=0 n~m

k

m—0

fc oo
Ad<2 2|A: 

tn=0n-9M
k < oo

1 • h -+- S IAp+r^an I • n*"" 1 • fc,
M~o H=*d-i
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onde, per ogni k, 
k oo . ■ ■
2 I ['m”-1 < S I AP+r+1 an I n”. 

m—Q n=0

Da qui la convergenza della prima delle serie (6). Iterando il 
ragionamento si ottiene successivamente la convergenza di tutte 
le serie (6).

Per ciò che riguarda le serie (7) si osservi che, essendo

si ha
I < I ^p4r4-i^n I I ^P4-r4-l^n-4-l |

k fc+1
2 I AP+r l_îan I <c 2 S | Ap_l_r4_1aw | 

n=0 n 0

da cui la convergenza della prima delle serie (7). Così di seguito 
per le altre.

Il Lemma l è con ciò dimostrato.
Per il Lemma II si osservi che dalla convergenza della serie

2 I \-4-i»« ! « à ' ' -
n 0

tn—1
Ar«o —A’a«. = 2Ar41®n-

n-0 -y.

segue l'esistenza del
lim Aram — Z,

onde esisterà una costante LQ tale che | Aratn | < Lo, m == 0, 1, 2,....
D’altra parte, essendo

m—1
ia0 — \_1 «m = 2 A.«n, 

n=0

segue 
m—1 "

I I < I I -+- S I AraîVI < I A,._1 h- wiLq.
n=0

Esisterà dunque una costante Lj tale che

/' I Ar_iam| <(m-F lJLj.

Analogamente

I I <J Ar_ta01 4 -F 1)‘,

onde, per una opportuna costante L,,

I J < 1)’-E» ;

e così di seguito, finché si otterrà

i |< (»w -+-
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4. Lemma III. — Se r > 1 è un intero e la successione [aj è tale

che la serie 2 I Aran \ converga, posto 
n=0

un(x) = an 608 nx, vn(x) — an sen nx, n = 0, 1, 2,...

le successioni un(x), vn(x), n = 0, 1, 2,... convergono (C, r) uniforme- 
mente a zero in ogni intervallo chiuso di (0 — 2tc).

Occupiamoci ad esempio della successione [wj. In modo affatto 
analogo si tratta la successione [vlt]. Dovremo dimostrare che, posto

M 1 n n -p —
(8) 8-r (n) — ----------- 2 . accosta:,v ^-+-/p=0\ ■ r-r-1 /

tende uniformemente a zero per n —* oo in ogni intervallo 

chiuso di (0 — 2tc). Moltiplicando la (8) per — 2 sen si ha, per 

la (2),
(9) gsen^ =

\ tri M n~~r \ln-pr—t—1\ 1 r/. ì*\  ^1) (n-pr\= 2 A II r—1 Wcos U2f+r2|: r )’

. (rP . \ t-PT -1\ /
bV(®) = 2AJ . an_t cos In — t -+- 

t=o L\ —1 / . .] L\
t~Pl\ .VW / M
-g—j x-p (t 4-1) g || — 2 sen

Ma in 4>o^ sviluppando le differenze A^ si trova una combina­
zione lineare delle sole r-p 1 costanti aQ, aì, a2,..., at. e con nu-

(II I I«_____
r £ I che sono tutti maggiorati da C(n-+-l)’~l 

con una opportuna costante 0.
Maggiorando si trova, sempre se C è una opportuna costante, 

<J>%) I < C(M + 1)’—.

Per lo studio di si ricordi, dal Lemma I ove si ponga r 
al posto di r -p 1 ep = 0, che esiste una costante< C tale che, per 
ogni n, I an | < C(n -p l)r—I, onde anche in sviluppando le dif­
ferenze si troverà una combinazione lineare di a^—r+2,an

_> ft I r_- 1\
con coefficienti del tipo ( / , t =±= 0, 1,..., r — 1, certo limi-

r V r—1
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tati indipendentemente da n. Maggiorando si troverà quindi per 
una opportuna costante C

I *£'(«)  I < C(M+ I)’“*.
È d’altra parte

f/n -+-r - t — 1\ 1 f /r\ (n r — t — s — 1\MI }.-l )M=JoW AM r-1 )

■ove
{ (n - t —

n + r—t-~ s — 1\ 1 1 per 8 = 1, 2,^ r
r-i s 7

v ' f 0 per s — 0.

Per il Lemma II si ha ora

I Asaf i < C(t -i I)'-'-', s = 0, 1, 2...., r — 1 

e d’altra parte

ove C è una opportuna costante. Si ha quindi, per una opportuna 
costante C,

)aJ(M M—1 1)'
I L\ * X / .Il s — l , \ ' x /

e. infine la terza espressione in j ! nella (9) è minore di

n—rr—l / %— 1\ 00
C 2 2 (t 4- lW-’(n F If-1 4- J 2 | A/I, I.
t-1 8-4 \r — 1/ i=l

La piuma parte è minore di

cï\n +- iy-”s (i -+- 1)’-—> < C -f 1 1 (n -+-1)’“’ < Crin -+-1)’~1 ■
3 — 1 t — 1 8-1

La seconda è pure minore di

C(n 4- l)’’1.

Si ha dunque, per una opportuna costante C,

I s»’(«)(— 2 sen j | < C(n -, I )’ "1 • j 

e quindi
lim I J2 sen ] = 0, lim Sn\x) — 0,

la prima uniformemente in ( — oo, 4- oc), la seconda uniformemente 
in ogni intervallo chiuso di (0 — 2^).
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5. Siamo ora in grado di,dimostrare il
Teorema III. — Se p>0, t>0 sono due interi tali che

(10) lim Àr+1an = 0, lim Ar+l6M = 0,
, M —* oo n —► oo

(11) 2 1Ap+,.4.1an|»”<oo, S |APvr+ìb„ |n»’<oo, •
n=l h=1

allora la (1) converge (0, r + 1) uniformemente in ogni intervallo 
chiuso di (0 — 2n) verso una funzione f(x) continua in (0 — 2tt) e 
dotata di tutte le derivate fino alla p-ma continue in (0 — 2tt).

Per il Lemma I si ha S I < oo, Ï n \ <z oo ; perciò,.
n-1 n~1

scritta la (2) per u = r + 1,

/ /y»\r+l ir I 11 (r-4-11 **
«„,(«)( — 2 sen 9 =<1>» '* ’»• 2 A-4 i«h cos [•••]» A-t-A. sen

\ ni

la sommatoria rappresenta la somma parziale, di una-serie assolu­
tamente ed uniformemente convergente in (— oo, -F oo) e *<,P+1)(a:) 
è un polinomio fisso. Si ha d’altra parte dalle (3), (3'), per tx=z:r + 1,

I ft\ (f t F 11—1)4 cos j (m — /-fs) — s ♦ ——Uj-f 
LOszO w U * J

77 ) 7 ’ *
-+-(£-+-l)g^ — 2 sen -F ...

e, sviluppando coseni e seni e raccogliendo,

‘1>£+1)(«) = 2 ! am_„cos(in — «)«?„(«) 1 SSN(mn)a;>!„(«:) 4-... 
n=0 '

ove le funzioni ®M(sc), ^n(#),... nun dipendono da m e sono continue 
e limitate in (— oo, -f oo). Dal Lemma III, ove si ponga r + 1 al 
posto di r, si ha senz’altro la convergenza (C, r -f 1) uniforme in 

ogni intervallo chiuso di (0 — 2n) verso zero di Per quanto 

si è osservato sopra, la stessa cosa vale quindi per sm(se)| 

e quindi per sm(æ). Si può dunque scrivere

o x\"
28611 2]

(12) lim s„» [ — 2 sen - f(x)l — 2 sen ?) —
n —- oo \ "/ . \ "/

— <l>^ ,4\x) -+- s I cosf...] + Ar+.,&n sen [...] (.
n-i 1

Diciamo S,tt(x) la somma parziale m-ma della serie al terzo 

membro della (12) e moltiplichiamo per 2 sen . Ripetendo il 
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ragionamento fatto per il teorema II e tenendo conto della (4), si ha 

lini j«l’o'11,(») 4 »$„,(«)'[— 2 sen?) — 2sen?y =

— '!>?’1 1 ■+- - ! a»+, 4-i «„ cos [•••] -+- I ,-4-1L «en [-] ê •
lì—1 ' '

Da qui, sempre con lo stesso ragionamento fatto nel teorema II, 
f asserto.

(>. Vale inoltre il seguente
Teorema IV. — Se p^>0, r>0 sono due interi, se

]im “" = 0, 
n —► oc

V, . r~ ! n,)+r <C oo, 
n=l' I

lini bu~ 0, 

n -—*■  oc n '

|a„
n — 1 !

np + r

rate la tesi del teorema III, 
Infatti si ha subito (10)

Ma è 
I \p+r+i~x^ nr I c(n -+- I)’’“S s = 0, 1, 2)..., r.

ove C è una costante indipendente da n, e quindi
oo r /.n_|_|>4_1\ oo I rt I

(13) 2 I A?+r4_1a,n I h» < 2- C S T ■ 2 | î
11 = 1 S^o v S / H—1 ; n I

Si applichi ora il Lemma I alla successione e al posto degli 

interi r e p del Lemma I si pongano 0 e p -+- r. Ne risulta

(14) S
n=0

A s oo, 8 = 0, 1, 2,..., -P- r .

Tutte le r e 1 serie (13) perciò convergono.

(,0) È infatti
— U,,(v„ — «n + 1) 4- !>„ + ,(<»„ 

ossia, posto
Vvn = «n-H , A(Wn®„) — 4- Aw„V®» >

e quindi in generale
p lp\A/>(w>»®n) = 30(Jà«*nV*A p_fv„, P intero.
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D’ altra parte dalle (14) per s = r, p -+- r — 1,..., p si veri­
fica la convergenza delle serie 

e quindi

(15) là^l-O, —0,..., I A,.+ ) — 0.
• ' I n’ I I 2 ou I I *r n' | / ■

2 1 gn cos nx, 2 1 gn sen nx,
n-2 n— 2

Si osservi ora che

Ma per una opportuna costante C si ha, per ogni 1,

I vj,+i-s Asnr I < Cnr~g, s — 0, 1, 2,..., r 

e quindi
I I r [y _i 1\ I a IA„+1al<CS H'”
I I S--0 \ ® / I n I

e per le (15)
Ar+1a„— 0.

Analogamente per le bu.
Sono dunque soddisfatte tutte le ipotesi del teorema III.

7. Risulta ad esempio, sia dal teorema III che dal teorema IV, 
che, come è già noto per altra via, le serie

OO OO oo
S .cos nx, 2 sen nx, 2 n cos nx, 2 n sen nx

n—1 n—1 w—1 n~ 1

convergono rispettivamente (0, 1), (C, 1), (C, 2), (C, 2) verso funzioni 
f(x) dotate di tutte le derivate continue in (0 — 2k). Altrettanto 
ad es. per le serie


