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PICCOLE NOTE ‘ : 105

Proprietd delle funzioni rappresentate mediante
-gerie trigonometriche (*).

‘Nota di LAMBERTo CESARI (a Roma).

Sunto. - S¢ danno alcune condizioni sufficienti perché una funzione, rap-
presentata mediante una serie trigonometrica, sia continua insieme alle
sue prime p derivate nell intervallo apeérto (0, 2r).

" Sia
1 0o
1 5@ + 2 (a,, cos nx + b, sen nx)
n=1

una serie trigonometrica. Sono noti i seguenti teoremi:

(*) Lavoro eseguito nell’ Istituto per le Applicazioni del Caleolo. I risul- ’
tati della presente Nota sono stati comunicati all’ Accademia delle Scienze
di Rumania in data 13 dicembre 1937,
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TrorEMA A (SzIDoON) (}). — Se

a,~—0, b,—0, '2 |Aa”|lg'n - o, E ‘},Ab”}lgn < oo (Y,
a (1) & la serie di Fourier di una funzione integrabile L.
TeorEMA B (KoLMOGORJFF) (3. — Se

oo oo
a,—0, b,—0, ”21| A, | n < o0, 21| A, [nlgn < oo,
= n—

la (1) & 1a serie di FOURIER di una funzione integrabile L.
TeoreMa C (9. — Se @,~—0, b,—0, e se per un numero reale
0<o—1,

oo oo
) |A0an‘ <°°? p> {Aobnl <°°’
n=1 n=—1

la (1) & la serie di FoURIER di una funzione integrabile L.
TeorREMA D (®). — Se a,—0, b,—0, e se per un numero reale

c>1,

E\Aaa [0~ < oo, 3 [AGD, [ no-11gn < oo,
n=1 n=1 .

Ia (1) & la serie di Fouvrier di una funzione integrabile L.
TrorEMA B (). — Se

a,—0, b,—0, =]Aa,|<oc, 2 |AD,|< oo,
n=1 n=1

n
la (1) converge uniformemente in ogni intervallo chiuso di (0 — 2r)
verso una funzione continua in (0 — 2x) (%).

(') 8. Sz1DON, Reihentheoretische Sdtze und ihre Anwendungen in der
Theorie der Fourierschen Reihen. « Math. Zeitschr. », Bd. 10 (1921), pp. 121-127.

(3) Indichiamo con Asa,,, differenze di ordine reale =0 della -succes-
sione {a,], dave esistono per ogni n, le quantita

Asay, =t420(_ 1)t(ct,) ya-ty 840, =40, n=12,..

(3) A. KoLMOGOROFF, Sur I'ordre de grandeur des coefficients de la série
de Fourier-Lebesgue. « Bulletin int. de 1’ Ac. pol. . des sciences et lottres »,
S. A. (1923), pp. 83-86. »

(') L. Cesari, Sulle condizioni sufficienti per le successioni di Fourier.
« Annali della R. Scuola Normale Superiore d1 Pisa», 8. II Vol IIT (1934),
pp- 105-134.e in particolare p. 114.

(®) L. Cesari, loe. cit. in (!), p. 126 e p. 183/

(%) . Vedi ad es. L. ToNELLI, Sea ie trigonometriche. Zanichellj, Bologna, v
1928, pp. 42-43.

() Noi diremo sempre (a —b) I’intervallo aperto (a, b).
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TrorEMaA F (). — Se

[ .
a,—0, b, -0, EIA,a,,|<<><>, 2|4, | < oo,
=1 n=1

n=
“vale la tesi .del teorema E.

Nel _presente lavoro ‘noi diamo delle cond1z10n1 semphm e fa-
cili, sufficienti perché la (1) converga, oppure converga secondo
medie del Cesaro di ordine sufficientemente e¢levato, verso una
funzione f(x) continua in (0 — 27) e dotata di tutte le derivate fino
alla p-ma continue in (0 — 2x). Tali ‘condizioni, in aggiunta a quelle
dei teoremi A, B, C, D-ad esempio, danno delle condizioni suffi-
cienti perchd la (1) sia la serie di FOURIER di una funzione inte-
grdbile L avente le proprieta di continuita e derivabilita ora dette.

1. Enunciamo il
TeorEMA I. — Se an—0, bIl 0, se per un p =0 intero si ha

oo
2 |Ap+lan|np< o, . P> lAﬁ+lb1z]”p<°°a
n=1 n=1

la (1) converge uniformemente in ogni intervallo chiuso di (0 — 2w)
verso una funzione f(x) dotata di tutte le derivate fino alla p-ma
continue in (0 — 2x). . )

Questo teorema & contenuto come caso particolare nel teo-
rema 1L _

Si osservi intanto che dal teorema I risulta che nelle ipotesi
del teorema B la funzione generatrice della (1) & dotata di deri-
vata prima continua in\'(O—— 2r) (%).

Ne risulta inoltre,ad esemplo che, come & gia noto per altra
via, le serie - -

 Jeosmxr  Tsenmw 2 COBNX . T sennw

n=t ¥ — n - > a=2 1g n ,, n:27g7 >
convergono in (0 — 2r) verso funzioni f(x) dotate di tutte le deri-
vate continue in (0 — 2r). o :

2. Dlmostrlamo ora il seguente
TeorEMA JI. — Se an—0, by —0, se per un p>0 ed un rZO
interi 8t ha B

p> I Ar-l—r-i-la’u l"p < oo, . D> ] Aﬂ+r+lbn Inp < o0,
n=1 n=1
la (1) converge umformemente mn ogm intervallo chiuso di {0——27:)

(®) Lioc. cit. in () pp: 48-49. .
(*) Questo ultimo fatto trovasi osservato e dimostrato. per;: altra via in

" *A. ZveMUunp, Trigonometrical series. « Monozrafm Mutematlohe >y Varsavia.
1935, p. 129, 5.7.6. : ’
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verso una funzione f(x) dotata di tutie le derivate fino alla p-ma

continue in (0 — 2x),
Sia 8,(r) la somma parziale m-ma della serie (1) e u un intero

qualsijasi. Cominciamo col dimostrare la seguente formula

2 (- 1)'s, (x)2* sen® o 3= d>‘*‘)(ac) + 2 Apa cos [(n —+ ;)m + g} -+

s ) DO ) . :
—+~”_1A ub, sen [(n+2)x+p2j+¢,ﬁ(¢), (m = p),
ove , S ‘
1
3) ‘l’(,,”’(x) = (—1)" 5 ,+2" sen® g —
p—1 1t t+1 o
-, Eo (=1 A, cos [——2— x4+ (E+1) é] gp—1~t Senp—l-—tg _
p—l —1—t t+1 ] :
_.tzzo (— ¥ Ab, sen [—2— x4+ (k4 1):2.] op—1—t senp.—-\l—tg
3) *8 ()=

o —1-t 1+1
:tzo(—l)‘L At COSKM —t+ T)x + (t+1)§]2v~1_¢ senp_1-tg +

p—l —1—t i t —+ 1
‘ +t£0 (=17 ADb,— sen [(m —t+— ) ® +(t+1) 72_:] Qp—1—t senp—'l—’tg

Intanto Ia (2) e le (3), (3") sono vere per p.::() ove si ha

¢, O (x) = 5 ao , 0, Px)=0.
la (2) e le 3), (3 ’
Supponiamo la (2) e eaa( ), (8) vere per un certo u, Moltipli-
cando la (2) per ——2sxen2 ed osservando che

Bl =+ 5 e

sen
cos | w41
~eenllr=1 T)“(“l)%]’

sen
si ha
m—ip @ " .
-~ = = xy _
<n_1 A pla )(2 sen 2) —_”2:1A*‘a" o8 [# + ...] —
m—p—1 o
—_— 2 Ay, cO8iN +.]=— A w1 ) -
amp P2 [ o= pa, c08 | —5—a + {“ + 1)2_] .

- ( p+1 ot
* A-**“m***“’“[(’”**“* T)w + o+ 1)%] +
mpt w1

. [ \ :
+ ”51 341 @, COS l(”+ T)“’-&-(S{-*—‘l‘)g]_
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e analogamente per b,. Si ha cosi

x fv. +1
q,(:+1)= _ q)(opt)2 sené — A cosl B) 2+ (v + 1) g} —_—
i ’ : + 1
<b(,‘,‘,+1)= — qs(,ﬁ)z seng + A,G,,_pCOS Km — v+ M—z—)x “+ (% + 1)7—;] “+ ..

e da queste si deducono mediante le (3), (3), scritte per il fissato

valore di yu, le (3), (3') stesse per w+ 1. La (2) e le (3), (3') sono con
cid dimostrate per ogni u. )

v

Scriviamo ora la (2) per # =p -+ + 1 e osserviamo che da
a, =0, b,—0 per n — oo segue
3,“”'—’ O, A,bn-—' 0, 4 == 1, 2, we Py P+ 1, «ry P+ 7, pEr n — oo,

onde, essendo per la (3')

m—t.|

e pir pHr .
q»%“ H—l)(m) <2p+v-0-l= S A, |+ 3 |Ab, |
t=0 t-0
segue

lim o) =0

m ~ 00

uniformemente in (— oo, —+ oo).
o0
D’ g'tra parte le serie =

o0 .
[Qpirir®ls 2 |Ap 4D, | convergono
n=1 n=1

" onde esiste il limite

) F@= lim (= 17"+, (@) 27+ senrt i S

M —r 00

=(— 1)p+r+lf(x) ap+r+l gon p+r+1‘§ —

oo ; o1 )
= () + EJA,H_,.H ®,, cos [(n + ILT_;L) x4+ (p+ 1'+1)’~;—] -+
n=

sy B ]

dove la serie qui scritta converge uniformemente in tutto (— oo, + oc)
mentre la serie (1) convergerad uniformemente in ogni intervallo

chiuso non contenente punti in cui si annulla sen 5 cioé non

non contenente i punti +2kx; k=0,1,2,...

D’ altra parte si osservi che @ (x)** "+ & un pélinomio trigono-
metrico e quindi rappresenta una funzione dotata di tutte le deri-
vate continue. in (— oo, -+ oc) e _che la serie (5), derivata termine
a termine p volte successive, da sempre serie assolutamente ed uni-
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formemente convergenti in tutto (— oc, + oo) essendo esse mino-
ranti della serie

p+r+ 1\? p+r+ 1\?
IL\,H_,*,(I/”E(%—FP————E—%) +lAﬁ+"+)”nE(” v L"—_——) i

oo

-

2

Per noti teoremi F(x) & dunque dotata di tutte le derivate fino
alla p-ma, continue in {— oo, + oc0); e quinﬂi, essendo

x\rtrt] /

fle) = Flx): (— 2 sen ~2> ,

f(x) & dotata di tutte le derivate fino alla p-ma continue in (0 —2x).

n

3. Lemma I. — Se [an] & una successione di numeri reali, se
p =0, r =0 sonro.due interi e se

- v
lim A, ,,a,=0, Eoi Apprga@, | B < 0
. n=0-

n—r 00
& anche
oo oo -
(6) ,,E(;Aﬂ+v“nl"”_l <=0, 2 |An+r 1@y | P < 00, J-E«;Ar+|anf < oo
(st} 2 .
(1) S |8pp pe0,[mP<<co, 2|, 0, [0 <oc,...
n==90 n=
v -
Leywa II. — Se [an] & una successione di numeri reili, se
r=0 & un intero e se
‘ oo

Edi A e, | <<oo

n=
esiste una costante C tale che, per ogni n
Aa,l<C 1A, _a,| <Cn+1),.., [Aa,| < Cn+1),. |a,ll<C(n+ 1)
Da A 1@y, — 0 segue Ar+2a’n'_’ 0,.. y By, — Oa" .

- D’altra parte dalla convergenza della serie 5 1AP+H @, |, da
n-=0

Apyr@, — 0 e da
m/—1
. AP-O—ra’m - AP+ram' - E AP+"+la’n! m << m”

segue, per m’ — oo

oo N N
2 Ao, <2 Bpyrga@y, l ,
n=m N
k A . k oo
_ . —1 —
m=0 1 p+’a'“] mr < 2 me 2 | Arl+r+1a’n| < 2 2 !Aﬂ+r+la’n ne=! <

m=0 nzm

= 2 lAp+r+lan [0~ tm + 2 IAw+r+lan‘ -nr=1.k,
n=0 n=k-H1
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onde, per ogni k,
k
m“ l AP+r " l mp—-l < 2 ' Aﬂ+1+la'n | nr,

Da qui la’ convergenza della prima delle serie {6). Iterando il
ragionamento si ottiene successivamente la convergenza di tutte
" le serie (6). '

Per cid che riguarda le serie (7) si osservi che, essendo

AP+"+2a’n = Ap+r+lan - Ap+v'+1a’n+1 s
si ha -
[Appristy | <| AP+r+la’n I -+ | AP+r+la’n+l |
ok

n? [ Appy 28, | 0P < 2 2‘ | ApprirBy | BP

da cui la convergenza della prima delle serie (7). Cosl di seguito
per le altre.

- J1 Liemma I & con cid dimostrato. : T

Per il Lemma II si osservi che dalla convergenza della serie

no
A0, e da
n.0
m—1

Ao, —Aa, =2 Ar+lafn'
. n=0

segue 1 esistenza del )
) lim A, = 1,

M =+ 00

onde esistera una costante I, tale che |A,,am| < Lo, m=0,1,2,
D’ altra parte, essendo

. m—1
Ar-—la'() - Ar—-lam =ZIAa
R ’ n=0

n?

segue

~

lA-~1am|<lAr ,aol+2|Aa,,l lA'—laoI'F’maL

Esistera dunque una costante L, tale che
R /  Y|Ar—laml<(m+1)Ll'
Analogamente :
) | A"—la’mv| <| Ar—zao I + Ll(m + l)z,‘
onde, per una opportuna costante L,,
) l Ar-la’m I < (m -+ 1)’L2 H
e cosl di seguito, finchd si otterra '

|<(m+‘1)L

Ill
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4. LEMMA III. — Se r =1 ¢ un inlero e la successione [ay] & tale

che la seme |Ara,.[ converga, posto

u,(x) = a, cosnx, v, (r)—a,seanxr, n=0, 1, 2.

le successioni ua(x), va(x), n =0, 1, 2,... convergono (C, r) uniforme-

mente a zero in ogni intervallo chiuso di (0 — 2x). ,
Occupiamoci ad esempio della successione [u,]. In modo affatto

analogo si tratta la successione [v,]. Dovremo dimostrare che, posto

1 rm+r—t—1
(8) s (@ x) = (”-f-r 2 0( 1 )a, cos tx,
. )

)(x) tende uniformemente a zero per # — oo in ognmi intervallo
ChlllSO di (0 — 2r). Moltlphcando la (8) per ( Zsen Z) si ha, per

la. (2), . _ S R
9) m(w)( 2sen 2)r

n—r —f — . >
= (D(:’( fbm(w) + 2 A ’(” —1—;‘_t1 »)a,_] cos [(t + g)x -+ r;B (”;H) ;
w+r—1 x\r
drm( )...( r—1 >a0<—2sen §) -

r1 [0 +r—2 t+1 |/ - 2\ r—t—1
_tioAtK r—1 )alJ cos [—Z—m +({t+1) QK— 2sen —2) ,

) t4r—1\ ' t,#—l) ’f(__ x\r—t=1
b’ () :_OA,[( ‘r_l)an_,]eos[(n—t+———2 x+(t+1)2l 2sen2 .

Ma in o) sviluppando le dlfferenze A, si trova una combina-
zione lineare delle sole r+ 1 -costanti ao, a,, @y,.., G, 6 CON M-

meri del tipo (" +:_. i»_ 1) che sono tutti maggiorati da C(n+1)—!

con una opportuna costante C.
Maggiorando si trova, sempre se C & una opportuna costante,

|80 (a) | < Cfio -+ 1y,

Per lo studio di <D( )(x) si ricordi, dal Lemma I ove si ponga » -
al posto di.r +1 e p=0, che esiste una costante: C tale che, per
ogni n, |@,| < Cn + 1), onde anche in ol ){x) sviluppando le dif-

ferenze si trovera una comblnazwne lineare di @, 415 Gy pygyeees By
/

con coefficienti del tipo (t _;__: { ), t=0, 1, ey r — 1, certo limi-
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tati indipendentemente da n. Maggiorando si trovera quindi per
una opportuna costante C :

, | &' (%) | < Cln + 1)L
E a’altra parte

w+r —t—1 r nw+r—t—s—1
("I e (e (I

A1W=(n+r—t——-s—1)_:< s——1 ) per s=1,25.. 7

ove
r—1
per s=20.

Per il Lemma II si ha ora

|M\a, | < C(t+1y—=", s=0, 1,

20

ey —1

e d’altra parte

S (ﬂz"‘t—l —

ove C & una opportuna costante. 8i ha quindi, per una opportuna‘
costante C,

N ~ 1 i i1
_\,AKM i ’_: l)a,H < CS (F+1)y——(n 1)‘—§+|A,_a,1(”r_t 1),

¥ 8=1 1
e.infine la terza espressione in {1 mella (9) & minore di

n—rr—1 N —
C: 2(t+ 1)"—‘—’(11 1yt (’

1 oo
N )EIA,.(M.
t=1s8=1 /t:l SR

La prima parte ® minore di
r—1 o N1 r—1 ) )
CE2m + 12+ 1) =1 CE(n+1)""(n+1y— < Crin+1)7".
s=1 t=1 : s=1
La seconda & pure minore di

Cln + 1.

Si ha dunque, per una opporiuna costante C,

m(x;( 2 sen ) \< Cin —~+ 1)’“‘ (%: r)

e quindi

" —+ 00 n —s O

lim l 7 (oc)( 2sen 2) } =0, lim s(’)(x);o,

la prima uniformemente in ( - o0, + o), la seconda uniformemente
in ogni intervallo chiuso di (0 — 2=). ’
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5. Siamo ora in grado di,dimostrare il .
TeorEMA ITI. — Se p=0, v =0 sono due inleri tali che

{10) liU'lFtK,-_;.]a.;; =0, lim z_\,._,_l[)” e O’
o N~ 00 H—> 00
S "'6:”\ . /‘?
(11) S Apira@, |07 <<oo, E1A,,,.4,b, |07 <o,
n=1 n=L

allora la (1) converge (C, r -+ 1) uniformemente in ogni intervallo
chiuso di (0 — 27) verso una funzione f(x) continua in (0 —2x) e
dotatq di lutte le derivate fino alla p-ma continue in (0 — 2x).

b OO o0
Per il Lemma I si ha = = LA, ] < oo, }-1 A,44b, < oo; percid,
n=

L

scritta 1a.(2) per v =7 + L,

A
x r+1 1) "‘“H) "n-—r
sua —2zseng) =0y ol R, g cos ] 18, b, sen ],
la sommatoria rappresenta la_somma parziale di una serie assolu-

tamente ed uniformemente convergente in (— oo, + oco) e qw‘”"“( x)
& un polinomio fisso. Si ha d’altra parte dalle (3), (3), per p=1r + 1,

. r i
<I>‘,:,+1)( )= 2 X(— 1)‘(S)a,,,_,+s cos ”(m —1i+8)—s t ; 1]2 +
0 : |

t=0 s=

r—t

)/ x
+(t+1)é€(—‘——2sen2) + .
e, sviluppando coseni e seni e raccogliendo,
(r+1) v '
Py’ (X)) =2 { @y, COB (M —N)TQ, () + @, _, 8en (M —n)x,(X) +.
n=0 :
ove le funzioni o,(x), ¥,(2),... nonﬂipendono da m e sono continue

e limitate in (— oo, + oo). Dal LemmaIII, ove si ponga r + 1 al
posto di #, si ha senz’altro la convergenza (C, r + 1) uniforme in

ogni intervallo chiuso di (0 — 2=) verso zero di d)i,rﬂ'l) (@). Per quanto
) r+1
si & osservato sopra, la stessa cosa vale quindi per s,,,(x)(—?sen g)

e quindi per s (x). Si pud dunque scrivere

, . . g\t 2\ +!
(12) lim sm(x)(—— 2sen > = f(x)(—- 2sen| =
7 —s 00 2 2
= «Mor Hh(x) + 2| iA,.,Q,a,, cos..]+ A, \b, senv[...] R
-

Diciamo S, (x) ln somma parziale m-ma della serie al terzo

membro della (12) e moltiplichidmo per ( 2sen ) Ripetendo il



PICCOLE NOTE ' 115

ragionamento fatto per il teorema II e tenendo conto della (4, si ha
. p i A\ Pl
lim o ll}(;70) + S,,,(w):<—~2sen ;\ = f(-b)(~:. sen ;) =

é 0
W o— N /

piril )
=] (@) + }.1 "5;4”-1 w,cos ]+ A, b, sen].]
n= i

Da qui, sempre con lo stesso ragionamento fatto nel teorema I,

1" asserto.

6. Vale inoltre il seguente

TrorEMA IV. — Se p =0, r =0 sono due interi, se
' L@ b
lim -"==0, lim -"=0,
w—sno W n—wo00 N
T @yl gy 2 bl o
b A,,._,._,_l—L’f11Z”+’ < oo, 2 {Am-q-+|ﬁ wP" < oo,
n=1 s n=1, n

vale la tesi del teoreme III.
Infatti si ha subito (1)

a, ) P+\’j+1(p +r 1

) i,
— 3 . N N ptrio .-
R (,n,- ” 20 s o T =g g =

)' Prl-s

r F .

rp+r+1 a,

— ¥ N pderete .

= ..0< s Apprpr—s oy YEFIHI=sA 47,
8= n

Ma & :
| Vrtrtl—y g | < O+ 1), 8=0, 1, 2, 1,
ove C & una costante indipendente da n, e quindi

g ro(p+r+1\ > ! a
(18) = A, 4,400,|n? << 2°C2 ( . ) N W) P = S
n=1 s=0 8 n=1; L o

A

. : '3 - : all
Si applichi ora il Lemma I alla successione porlls al Posto degli

interi » e p del Lemma I si pongano 0 e p + . Ne risulty
Py all | + g p '

(14 20 Ap+r+l—s;ﬁ i wP T oo, §=0, 1, 2,0y Py,
9= .

Tutte le r + 1 serie (13) ﬁércib convergono.

(%) B infatti
. M Vy) = U,y (0, — Vs ry) + Uyt (8, — 1)
ossia, posto
SV, =V, A(1,0,) = A0, + A, VU

e quindi in generale

P .
A,(up0y) :t Eo (i)) Ay, viA p—tVq P intero.
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D’ altra parte dalle (14) per s=p +r, p ++—1

. r , ey p si veri.
fica la convergenza delle serie
ao J ~o a, oo ‘
A- A, in,.. A n"

e 1| k el ’n’ n, ’ — r4+1 M/’ (
e quindi

a, a,
(15) Ah{‘_.O, A,Wll.n...o,..., ’A,H h’ n’—>0

~ 8i osservi ora che |
: aQ, il - 1 a,
- = +1— —
A a0, = A"“('n’ "' )— ‘\;0( ) A.-H..s” o Vrbl—sy r —

s /

=§(r+1)A a,

DAt W AR
PSS T nr
Ma per una.opportuna costante C si ha, per ogni »# > 1

| Vr¥l—sAanm” | < Cn—, §=0,1, 2,

r r+i) a,
<Cs.§0( 8 ,IA'H—S’”'

Ar+la'11 — 0.
Analogamente per le b

e quindi

A1‘+la1z

SRS

e per le (15)

Sono dunque soddisfatte tutte le ipotesi del teorema III

7. Risulta ad esempio, sia dal teorema III che dal teorema IV
che, come & gih noto per altra via, le serie

oo oo

ﬁo' oo
3 cos nax, 2 sen na, X mcos nx, 2 5 sen nx
n=1 n=1 n=1

n=1

(C, 1), (C, 2), (C, 2) verso funzioni

[(x) dotate di tutte le derivate continue in (0 — 2rx). Altrettanto
ad es. per le serie

convergono rispettivamente (C, 1),

00 o0
Xlgncosnw, 2 lgnsen na.
n=2 - :



