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Equazioni differenziali lineari aventi soluzioni polinomiali.

Nota di ANToNIO MAMBRIANI (a Bologna).

Sunto. - Applicando un procedimento — gia indicato dall’ A. — per la
risoluzione di equazioni differenziali lineari, s’individuano diverse
equazioni differenziali, lineari ed omogenee, aventi fra le loro soluzioni
dei polinomi e si damnmo con facilita delle espressioni di tali polinomi.

Facendo seguito ad un mio precedente lavoro (') nel quale espo-
nevo un procedimento per la risoluzione di equazioni differenziali
lineari, individuo ora agevolmente — applicando tale procedimento

(t) Sulla risoluzione delle equazioni differenzialt lineari, < Atti I° Con-
.gresso Naz. dei Matematici in Firenze », aprile 1937 (in corso di stampa).
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— diverse equazioni differenziali, lineari ed omogenee, aventi fra
le loro soluzioni dei polinomi. Imoltre, detto procedimento — ve-
nendo a soccorso del metodo dei coefficienti indeterminati che
darebbe qui luogo a calcoli alquanto laboriosi — mi conduce con-
temporaneamente, senza difficolth, a concise espressioni dei detti
polinomi mediante i simboli di derivazione ed integrazione: riesce

poi molto facile, nei dlvel‘SI casi particolari, I’ esecuzione delle ope-
razioni indicate,

1. TRorEMA 1. — Condizione mnecessaria e sufficiente affinché
un’ equazione differenziale lineare del tipo
(1) ‘L[y] Eljm—ly(l“) +1),,,e2?/("l—l) -+t 1)2?/”, +P1?/” +

: “+ (e, + b))y 4+ taye + by =0

— dove Pu—it, Pm—2,i. Pg. P, Son0 polinomi qualungue, nella x,
di gradi al pine uguali ai rispettivi indici e a,, by, a,, b, sono delle
costanti con ax + b =0 — abbia fra le sue soluzwm dei poli-
nonti dié grado pteﬁssuto n, é che sia

| ¢y =0,

| by == — na,.

cioé che (1) abbia la forma

B) Pu—" Py T e py iy
. + (@, + b))y —nay =20

con a, ==0. Uno di questi polinomi é

) y,,(x>~2( @ L= D e DYk p DB, D)

@,

dove x"Ix"“’(pﬂlD'/' +P,—sD" 7 4.+ p, D*+- b, D) & un’ operazione
nella quale D & la derivazione rispetto ad x e 1 & I operazione di-
stributiva definita de Ix» = (v + 1)7'xv ' per vad=—1("); ed ogni
allra soluzione polinomiale di (3) & linearmente dzpendente da
tale yu(x).

DiMOSTRAZIONE. — 1°) La (2) & necessaria, come sopra si &
asserito: cid segue dal notare che L[xv], (v=0, 1, 2,..) risulta un
polinomio di grado <<v-1 e che L[owc” pax"~'] ha i seguenti due
termini di grado pin elevato:

a2t 4 [a(na, + by) + Bayla”,

(') La sottolineatura ha I’ufficio principale di contrassegnare i simboli
operatori un po’ complicati che potrebbero eventualmente interpretarsi
anche in modo non operatorio (si confronti il mio lavoro citato a pag. 26).
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i quali debbono essere =0 se xa" + 8x"1 sono i termini di grado
massimo di un polinomio soluzione.

2% La (2) ¢ pure sufficiente. Invero, la (3) si pud ora seri-
vere:
WDl P T e pol o iy by )+ ey’ — ) =0
s8I

B Py D P, DU Py DY p D b Dy +

+ a, " Py =0,
bk
e, per essere a; =0, invertendo in (3) I'operazione " *'Dx—".
e
sTottiene:

B a, N e p D +p,, DT e - p DP 0 Dy 4y = et

ji)—

dove ¢ & nna costante arbitraria, Ora la (3’1 e quindi 1a (31 ha la
soluzione formale

— 1

N
4 =cV
(+1 A a

v

e, D p DT 4+ p D+ D DY e,

e questa y o anche xoluzione effettiva di (3) in qnanto nella
serie precedente i termini corrispondenti a v=an+ 1. n+ 2.
sono tutti nulli @ questo risulta notando che

ety D p DT e p DY 0 D) =

=== p DO p D 44 p,D + DD,

dove Uoperazione p,_ D" ' 4p D" %4 .+ p, D+ b, muta un

polinomio intero-in & in un polinomio di grade uguale o minore
e Toperazione 7L muta un polinomio di grado Z=» in un
altro dello stesso grado: pereid nel secondo membro di ('), notato
che il termine corrispondente a v=0 & cr”, visalta che il termine
corrisponderte a v=1 ¢ un polinomio di grado << n — 1. quello
corrispondente a v=2 & un polinomio di grado <<n — 2. e cosi
via, quello corvispondente a v == ¢ una costante ed infine quelli
corrispondenti a v=n -+ 1 sono tutti nulli. La funzione y data
da (4) quindi un polinomio di grado » e precisamente per
c=1 il polinomio 7, (v} dato da 4k

3 Resta da provare che 1'equazione (3) non ha soluzioni
polinmnial'i‘lvinv»:n'momo indipendenti da y,4x). Anazitutto la (3) non
pud avere come soluzione un polinomio di grado » 3= n, perche non
pud - essere ra, = na, con a, 3= 0. La (3) non pud avere. poi, come so-
luzione un polinomio Y () =ct" -+, 8" + ... +¢, pure di grado n
¢ linearmente indipendente da y,(x). perche allora Y, (x) — coy,()
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sarebbe un polinomio non identicamente nullo e di grado r3=n
(al massimo di grado w» — 1) soluzione di (1), contrariamente alla
conclusione precedente. .

Il teorema & cosi dimostrato.

Esexrio. — I/ equazione
Cogent 2

) Y™ + w11 R ST é{v Yy +(ax+ 1)y —nay=0 (a=0)

ha (come &’ ottiene facilmente apphcando (4)) 1a soluzione polino-
miale

Yulw) =" + (2” — 1" + 5y @ — 2 — L 4 L 4

gv

1 .
+ e @ e =) @ — e+
- 1 .
o @ =T ) @R — ),

e ogni altra sua soluzione polinomiale & linearmente dipendente
da tale y,(x).

CoroLLARIO. — Condizione necessaria e sufficiente affinché una
equazione di Laplace, di un ordine m gqualunque,

(amw -+ bm)y(M) -+ (awn"—lw -+ bm—l)y(m_l) + .+

‘ + (@@ + b))y + (a2 + by =0,
con aox + b, =0, abbia fra le sue soluzioni un polinomio di gmdo
prefissato n, & che sia della forma
(@, 2+ b, )y"™ +(a,_x+b,_Jy" P+ . +(@x+b))y —ney=0,

con a, 0. L’ espressione di questo polinomio si ottiene poi da (4) ().
Interessa notare che dal teorema precedente risulta ancora:

Un’ equazione di Laplace, qualunque ne sia 1’ ordine, non pud
avere due soluzioni polinomiali fra loro linearmente indipendenti.

2, TeorEMA II. — Condizione necessaria e sufficiente affinché
un’ equazione d@ﬂ’erenzmle lineare del tipo '

) Y] = (@B P Y+ (G ® T P WY
+ (@,2® + p)y" + (ax +p°)y +ay= 0‘

— dove Pm—1, Pm—2,.., P1, D, SONO polinomi qualunque nella x,

(*) Nel caso m =2 si confronti il mio lavoro: Sulla deiemzzazione della -
solugione polinomiale dell equazions (a,x+ 8,)y" +- (b,x+by)y’' — nbyy =0,
« Annali R. Scuola Normale Supenore d# Pisa », 8. II, Vol, VIII (1938)
(in corso di stampa).



30 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

di gradi al pid uguali ai rispettivi indici, e am, am—1,--, &5 2 30n0
delle costanti — abbia fra le sue soluzioni un polinomio, & che
U equazione algebrica :

(6) f(r)— a,r 1) (1‘ —m+1)+ alu—lr(r_ 1) (1"-‘— m -+ 2) Rakln s
+ar(r—1)+ar +a=0

abbia fra le sue radici un intero non negativo. Inolire, se néla
minore delle radict imtere non megative di (6), la (5) ha fra‘ le
sue soluzioni uno e un solo polinomio yx(x) di grado n (*) e non ha
soluzioni polinomiali di grado < n; se poi n & unico intero non
negativo radice di (6), la (5) ha l’umca ) soluno'ne polmommle y"(x)
Risulta :

. ( ro—n-—1, rg—ry—1
7 y.(x x"Ix Ix
(7) y.(@) = go a

g, —r, q—1y —r,—1 vt
I T e (p, D e p,_y D1 4t p, D2 p D) T

indicando con a, il primo non nullo dei coefficienti am, am—i,...,
a,, a, € CON T, T,;,.., ¥, le altre radici di (6).

DrvosrrazioNE. — 1°) La condizione che (6) abbia una radice
intera non negativa & necessaria, come sopra si @ asserito: cid
segue dal notare che £fx*] risulta un polinomio di grado < v, col
termine in av dato da f(v)a>.

2°) La condizione detta & pure sufficiente. Invero, nella (5),
che si pud scrivere sotto la forma :

(Ppi D™ + ppy D! + ..+ p, D? + p.Djy +

—
+ (@’ D" + ap_12" D" o 4 4, D+ agly =0,

ed anche (3), detta % la minore delle radici intere non negative di (6),

(6) " (Pu_r D" +p, D" + ... 4+ p,D® + p, D)y +

1ér 1+7, 1—, 1 . —n
+ ax 0D T DT D Dy "y =0,

si pud invertire 1’ operazione.

147, 0 142, 1—7 ~‘l>+‘lr : — —
age D1, D!t D

A
(i) A prescmdere dai polmomx che dlffenscono da y,(x) per una co-
stante’ moltiplicativa.- ‘ '
- (?) Idem come a (!). :
(3 Ctr. loc. clt nella annotazxone d1 pag. ‘26,
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e allora da (5) & ottiene :

—n—1 .. g3—ry—1 ) N
I ..

(5”) Ln Ia™

Im’u—'u—l_llx—'l*_l( P4.—1D"' + P oD )_o,D2 +p Dy +y=

) —¢ a:” + 6 " Ixr,-—n —1 —n—1 Ixrs——rg——l

“+c w"Ix 4 s

-1 —ry_g—1
+c| anle™ " Tl

con ¢, €y, C;y..y €y costanti arbitrarie. Pel nostro scopo in (5”) fa-
‘remo ¢,==¢; ==...=¢, =0 e noteremo che ® soluzione formale
di (6"), e quindi di (5), la

{1y
(7) ‘ Yy=c, 2 ap ’ Y iant y it as

e T (), DR, DM ke p, D +pom1 "

questa 3 & anche soluzione effettiva di (5) in qnanto nel se-
condo membro di (7) i termini corrispondenti a v=n-+1, n+2,..
sono tutti nulli, il che si stabilisce ragionando in modo analogo
a quanto si & fatto nel n.° 1: da tale ragionamento appare I op-
portunita che » sia la minore delle radici intere non megative
di fir)=20, in quanto si ha
r’--"_lI:z:"’_r’“1 T T e e = . A
=76

Per ¢;=1 la y data da (7'} & quindi il polinomio y,(x) dato da (7).

- 3% Per provare, infine, che non vi sono altri polinomi di
grado m, indipendenti linearmente da y,(x), soluzioni di (5), basta
fare un ragionamento analogo a quello fatto a 3°) mel teorema I.
Se vi fosse un polinomio Y, (x) = k,x* + ka® " 4. +k,, lmear-
mente indipendente da ¥, (x) e soluzione di (B), la. dlfferenzp.

Y. (x) — kyy,(x) sarebbe un polinomio di grado r <, soluziene

di (D) e cid & in contrasto con l’ipotesi che n sia la minore delle
radiei intere non negative di (6). Le altre asserzioni fatte nel
teorema risultano subito. :

Il teorema & quindi dimostrato.

x*Ix

3. OssERVAZIONE. — Le. “prece&enti espressioni def’” polinomi .
posti in evidenza si possono poi mutare di forma in armonia a
specializzazioni od ipotesi sui coefficienti dell’ equazione differen-
ziale ed allo studio che si vuole fare su questi polinomi; e tali
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mutamenti si potranno eseguire conformemente a quanto gia ebbi
ad indicare (') nel caso di un’equazione del 2° ordine del tipo di
LaPraci. Cos), qualora ci si ponga nel campo reale, possono inte-
ressare quelle espressioni dei polinomi soluzioni che, ad esempio,
piit 8’addicono a decidere sulla realita delle radici di tali polinomi.

(') Loc. cit. nella annotazione di pag. 29.



