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PICCOLE NOTE 19

Sui polinomi di Laguerre.
Nota di Giuseppe Palamà (a Lecce).

Sunto. - Sfruttando dei risultati relativi alla trasformazione di Laplace 
e delle identità relative all’operatore A, si danno delle formule per i 
polinomi di Laguerre.

I polinomi di Laguerre, a differenzadi altri polinomi, come 
ad es. quelli di Hermite, di Legèndre e forse degli stessi poli­
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nomi sferici generalizzati, non,sono stati finora troppo studiati p) 
e quindi non credo privo d’interesse un lavoro, come questo, che 
valga ad accrescere, anche se non notevolmente, il numero delle 
formule conosciute che si riferiscono a quei polinomi.

1. È nota l’elegante formula stabilita da F. Tricomi (2)

Sorge spontaneo il pensiero di trovare la trasformata di La- 
h)

place di una funzione, analoga alla precedente, x*L(x)< ma con 

l’esponente di x non uguale ad x.
Applicando la

£[BrJ>)] = s£[F(x)] - F(0).

dove Dcc sta per per F(x) = x^+mL (x), supponendo a i i»> 0.

si ha
T (a) ] r (a+l)] [ (a)

(2) £ (a 4- m)x^+nl~iL (æ) — £ x*+mL (x} = s£ x*+mL (#)
L n J L n—1 J L n

che è una relazione ricorrente che permette di ricavare successi­
vamente, ponendovi m — 1, 2,..., le trasformate di Laplace delle 
funzioni

(a) (a)
x*+iL(x), x^2 L(æ),....

n n

Nel caso particolare di m = 1, tenendo presente la (1), si trova

T (a) 1 r(a 4- n 4- 1) (s — f Xn—1(3) = }i!-8a,-8 ’ (®— ) •[(« + IX« -1) - n].

La (18) del n.° 7, dà la trasformata di Laplace di x*+mL(x).
n

2. Applichiamo la (3) per determinare una formula per i poli­
nomi di Laguerre, credo, elegante.

(M Cfr. G. Palamà, Sui polinomi di Legerere, di Laguerre e di Le­
gendre, « R. 1st. Lombardo di Sc. e 1. », vol. LXX, 2, 1937> in cui vi sono 
cenni bibliografici; La trasformazione di Laplace e i polinomi di La- 
guerre e di Hermite, « R. 1st. Lombardo di Sc. e 1. », voi. LXX, 3, 1937.

(2) F. Tricomi, Trasformazione di Laplace e polinomi di Laguerre: 
1. Inversione della trasformazione, « Rend. R. Acc. dei Lincei », seduta 
17 febbraio 1935
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La (3) a mezzo della (1), può scriversi

j 1 x 4-1 r i«+in ir" (*+2)it x*+'L (x) =------- —- <? \&i+iL (x)----------- -—; £ x*+2L (x)
L m J * 4- 4- 1 [ tl ] x “P* 4- 1 [ n—1J

che dà
. (a) (a+1) («4-2)

Ol (i + h + li (x) - (i + 1)Z (x) + il te) = 0 ;
n n n—1

(a ♦ 2»
eliminando L(x) fra questa e la relazione nota 

M—1
(«4-2| (« I 2) 4 «4-1)

L (x) =■. L (x) — L (x), 
»—i »t »t

si ha infine la formula cercata

(*+2) («41) («i
(5) xL (x) - (X4-1 + x)L (x) + |i + n 4- 1)L (x) = 0,

H H H

che è ima relazione ricorrente rispetto al parametro x, la quale 
forse vieil data qui per la prima volta.

3. Tanto la (4) che la (5) si prestano per determinare un gran 
numero di formule relative ai polinomi di Laguerre.

La (4) difatti può scriversi

(«-»-l» (a) («) («42)
U 4- 1)L (x) —- xL (x) = (n 4-1 \L (x) 4- xL (x), 

♦i h n n—1
cioè

r 4«) I (a) («4-2)
(6| A xL (x) I = (» -4- 1]L («) -t- xL (a:),

L H i h H—1

in cui A. differenza finita del primo ordine, s’intende riferito 
alla variabile x. E uguale significato avrà sempre in seguito 
1* operatore A.

E quindi 
r («) 1 (»41)

(7) ( 1 4- A) xL (x) = (x 4- (x).
[ n ì h

Analogamente se mettiamo la (5) sotto la forma

(«41) («42)1 r («) («4-1)1 («)
(x 4- 1JL(x) — xL(x) — xL (x) — xL(x) =(h + 1)L(x), 

h h J L * * 1 *

si deduce
r («) , («4-1)1 <«)

(8) AI xL (x) — xL (x) J = (h 4- 1|L (x).
L M H T It
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La (6) e la (8), utilizzando delle identità relative* all' opera­
tore A, danno delle relazioni fra i polinomi di Laguerre. A titolo 
d'esempio noi stabiliremo alcune di queste relazioni nei numeri 
successivi.

4. Dalla (6) si trae subito
I (a) 1 (a+p-1) (y. l-iH-l)

A*5 aL (x) = (n -+- 1)Jj (x) -b xL {X).
L H i H—p 4-1 H—p

tenuto presente che la nota relazione
(a'O (7) b+l)

(9) L(x) — L(x) = L(x).,
h n h—1

dà
(a) (a 4-1)

(9 ) AL (x) — L \x].

L’ identità

y< (—1
j—0 ' * 1

D
se f(a) — aL (æ), dà

vi , (al»»-;) (a+»»-l) (-zl»»+l)
2j(~ i l(aUh (æ) (.r) t-xìj (35),
j—0 \ J ' n »» W4-1 n—ni

cioè, ponendo « i m =

2j b 1 )• ì5 — (x) — (w -+- 1)Z (lv) 4- xL (cv)
y=0 ‘ • n h~mì-fI h—m

e da questa
w (m\ (ß-J) (ß(w + l) —per n--m
TÌ ( — K? _ (^) = s m » n — m — 1
>=« v 71 n

\ " » -n — 2.

L’ ultima relazione, se B == 0? può anche serpersi

'V'//J !r( 7 _ ì (ir) = 0. per — 2.
j=0 > n

5. Applicando ad ambo i membri della (6) l' operatore A~!, os- 
servato che la (9) dà subito

r (») 1 (a—1)
(10) A-1 Z (a;) = L (a;)

L n J n+1
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e in generale
(a) (a—p)

A-P.L (x) = L (re), 
. n n 4-p

si ricava
[ (oc) 1 (X—2) (a)

Ìli) A*“1 \a.L (am =. (n ■+• 1)L (x) 4- xL (x).
L n .! n 4-2 n-4-1

Da (7) si ottiene invece
I (?) 1 (oc-f-jp)

(12) (1 ♦ A)q xL (am = (a 4- p)L (x).
L n I n

Ciò premesso a mezzo della seguente identità

.! (»> 1 r -ìV (1 4- A)q xL (x) — [(1 4- A)"^-1 — A-1] • | «L (xj , 
y=o L n J L M J

tenute presenti la (12) e la (11) abbiamo
m~l («4 j) laim-2) (a~2) (>)

2j (x -+-J)L (æ) — (h 4- 1 )L (x) 4- xL (x) — {n 4- 1)L (x) — xL (x).
n H4 2 n-+-l m2 Mil

Ponendo
I (a) ] (aim) (a)

A L (x) J = L (x) — L (x), 
m L n41J L n 1 1 n41

questa relazione può anche scriversi

hH) r (a-2) (a) 1
V (a 4- j)L (x) = A (n + 1 )L (x) 4- xL (x) . 
j—0 n m L H4-2 H41J

ir. Come i risultati ottenuti nei numeri 4 e 5, molti altri an­
cora possono stabilirai- oltre che servendosi della (6), anche a mezzo 
della (8), oppure, meglio, mediante la più semplice (9').

In questo numero preferiamo utilizzare la (9') per ricavare 
altre formule per i polinomi di Laguerre, che suppongo eleganti 
e in buona parte forse anche nuove.

La (10) a mezzo della (9) dà (

(13) (1 4- A~1)L(x) = L(x)
n H4Ï

e quindi
(a) (*) , • •,

(14) (14-A -yL(x)=X(x).
n nt-p

Ora dall’identità
m r (a) 1 (1 r A-ipn41__ ir D) 1 , D)
V (1 -b A-y| !,(«;) =L-4_ . —-Jji(i) I =[A(1 -f-A-1)«-*-1 -A]L («)
" L n J A L w J n
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tenute presenti le (14), (9'), si ricava

(oc) (oH-1) (a+1)
2.1 L \x) = L (x) — L (x\
j==Q n-tj n+m n—1

da cui per n = 0 (ì)

(a) (a+1)
(lo) L (x) = L (x).

J=o j m

Analogamente dalla

(1 -+- A-') 2 (- IJ’A-’Z («) = [1 - ( - 1)'"A-“]L (a;), 
j=6 » "

si ha
(a—j) (a) (a-m)

n (- W =£(«) — (- 1)“£ (X) 
j-.q n+j ♦ 1 n n+m

che cambiando M + l in n ed m — 1 in tn, diventa

(a—;) (oc) (a—m—1)
2(— Ip'i («) = L (x)-t-(— \x).
j—0 n+j n—1 n+m

Questa per w ~ 0, dà

(a -/) (a-m-1)
2(-1)Jik) = (-i)"‘i (®). ' 
j=0 i m

Utilizzando infine le identità

(16) A 2 ( 1 = (1 + A) —(1 + A)““-*- >,
j=0

m , .
Si . < ■• A-J, 
y=o 3 ' *
00 / \ . (l + A)- = Sf-*)A/i.

i o*- -1 /

si ricava rispettivamente, intendendo. sempre i due* membri di

(M La (15) coincide con la formula (32) di p. 20 del 1° dei miei lavori 
citati e così pure, con la formula successiva alla (32) di quel lavoro, coin­
cide la seguente formula (16).
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(169

come

(17)

An

7. 
nomi

J («) 
z8m2\X^tnL (x)

m 
<■ (18) (—l)"T(a4-m+l)r(a+n-t-l) Y -------------------------------_____________

jèo j-Fl)(n—m-t-j] ! «a-j+am+i
„ r .. *’» i 

= £ lx*+mL(x) , 
l. »ri

la)
che dà la trasformata di Laplace della funzione x**mL(x),

n

Stabiliamo in questo numero un’ altra relazione fra i poli- 
di Laguerre, utilizzando la (1) e la

m—1

Wflx)] = s“£[f(x)] - X ^/(0).«—-^
i=0

ove Dx» = per f(x) = x’H-mLJa:).

(a) (a+s)
Perciò ricordando che D^L (x) = (— 1)SL (a;), si ha subito

Per la (16) si tenga presente che 
(<*) (a—p)

(1 4- (a?) = L (a;),

si ricava facilmente dalla (9).

e quindi, per la (17), se a >■ — 1, 

lm\ h+H' 
rn (— 1)4 . \x*+m-jL (ar)

(- 1)"T(« 4- m+ 1)£ - 1V- -• ------ ^T.w+j =
Kv r(a + m-j + l) -

ossia, a mezzo della (1) e dividendo tutto per 8m, 
, .. — l\M'-,n+J
(—1)4 . ----- -

\ J \ 8 /

(«)
ciascuna di esse applicati a L (a?),

TZ1 <«-/-»!) («+D (a-m+1)
YL (x) =L(x)-L\x), 
j_0 M—1 rr n

rT~? T(ai X 2j ( i ]L M L
\jJ n+j n+m

/m 4- 7 — 1\T(X+J) (x—m)2 (-1)4 ; L(M) -:Ka-).
>=0 ' . * ’ n—i ”

^(-l)M.-r(« + «+l) (a+rn-j)
y — —VJ/ ■■■_.—-— x*+m~jL (x) 
L» l(« + *-; + l) M-mu
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Questa (18), per là stessa (1), 8Ì può scrivere

r(a + M + ÎM + 1)

in cui D è il solito simbolo di derivazione; e ciò faremo in un’altra 
piccola Nota che sarà pubblicata in un prossimo fascicolo.

~ m, diviene

(-1)4 ]L(x)
X----- , - = (- a:)— ' }L (x).

Un altro contributo, alla ricerca di formule relative ai poli­
nomi di Laguerre, può essere dato sfruttando la relazione 

m / -t \ i ì(—i)mr(«4- w-4-i)r(a-+-n-ul) v' 1“-*-) ( j / r _ (a-F2m-;n
y—0 I —j 4 1) [ n—m-+-i 1

\ / n—m t 1 , \_ni I
=( 1

e quindi infine
(a+2m—J) (a)

(— 1?î 1-^ M (— 1)"' -+■ H -I- «H -+- 1)L icv)
\ J / H—m s j _ M

y=0 xjr(a + W- J + 1) æM’F(a m -+- l)F(a 4- n 1)

che, per a = 0, diventa
/(-•»—J) 

m (— 1)4 . ]L (x)

>0

Se è inoltre n


