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PICCOLE NOTE . 15

Un limite superiore per la frequenza e lo smorzamento
‘dei sisteml oscillanti dissipativi.

. Nota di Dario Grarri (a-Torino).

’ Sunto. - Si considera un sistema meccanico dissipativo che compie piccole
escursioni libere imtorno ad wuna posizione di equilibrio stabile e si
prova che, se nell’ integrale generale delle equazioni del sistemea vi sono
termini oscillatori, la frequenza e lo smorzamento di questi non superano
un certo valore indipendente dall’ energia cinetica. Il resultato si estende
ai circuiti eletirici e si dimostra una ipotesi del FUBINI-GHIRON.

1, Ricercando la dimostrazione (che riporterd piu innanzi) di
un’ipotesi contenuta nella recente interessante Memoria del Fu-
BINI-GHIRON sui circuiti elettrici ('), sono stato condotto g stabi-
lire il seguente teorema di meccanica. Se un sistema meccanico
compie, in presenza di forze dissipative, piccole oscillazioni libere
intorno ad una posizione di equilibrio stabile, esiste un limite
supériore finito, indipendente dall’ espressione dell’ energia cine-
tica, per la frequenza e lo smorzamento delle oscillazioni.

Non ho trovato questo teorema in lavori precedenti, per quanto
abbia fatto accurate ricerche bibliografiche (?). Perd & difficile,
per non dire impossibile, afférmare con tutta certezza la novita
del mio risultato ché, come & noto, moltissimi sono i lavori de-
dicati alla teoria delle piccole oscillazioni.

2. Si abbia un sistema meccanico, a n gradi di liberta,a deter-
minato quindi dai parametri q,, ¢,,..., g,,, olonomo, a vincoli indi-
pendenti dal tempo. Supponiamo che esso compia, in presenza di
forze dissipative, piccole escursioni libere intormo ad una posizione:
di equilibrio stabile.

Precisando le cose, ammetteremo che il moto del sisteina sia
retto dalle equazlom

n n :
1) F;hTika" -+ fh s+ fh Vg =0 (t=1,2,..,n)

dove T, F;, V. sono costanti reali e tali che T,,— Tyiy, Fop=Fy,
Viv=V,; per ogni ¢ e k..

(1) E. FUBINI-GHIRON, Sopra alcuni procedimenti di cateolo operazionale.
In corso di stampa nei « Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo ».

(?) 11 libro che contiene il maggior numero di risultati sull’argomento
in discorso & ancora: RouTH, Advanced rigid. dinamics, cap. 7.
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Ammetteremo inoltre che le tre forme quadratiche B
n 1n
2 T=3 }‘:thth @, (B F= i‘;ik naiqs (4 V'-—_inhvi*qfq"

rappresentanti, rlspettivamente, I energia cinetica, la funzione di

dissipazione, I’energia potenziale, siano definite positive, all’ec-

cezione di V, che potremo supporre anche semldefmita. positiva.
L’ integrale generale di (1), come & noto, vale una combinazione

lineare di 2r funzioni della forma eﬁt dove u & la radice dell’ equa-

zione di grado 2n (Y): :

By V |« Ty -+ o F5) 4~ ka” =0.

Ora & mnoto che « pud risultare reale o complessa.con parte
reale negativa. Nel caso in emi « sia complessa si sa che pure «
{dove a @ il complesso coniugato di «) & soluzione di (5) e che nell’in-
“tegrale generale a e, ext & lecito sostituire e—vt cos wf, e~ sen ol,
essendo -- i la parte reale, v la parte immaginaria di « o « (%)

Ora, se le condizioni iniziali-sono tali che la soluzione di (1)
#i riduca ad una combinazione ﬁineare delle due funzioni sopra-
scritte si-dird che il sistema compie oscillazioni smorzate con
pulsazione » e con p per coefficiente di smorzamento. Se invece
" la soluzione si riduce al tipo Me*t con « reale e M costante reale,
8i dird che il sistema compie un moto smorzato (¥). In generale si
avrd sovrapposizione di moti smorzati e di moti oscillatori smorzati
con_diversa pulsazione e diverso coefficiente di smorzamento.

Prendiamo in considerazione uno di questi moti oscillatori.

Indichiamo, come gid si & fatto, con w la sua pulsazione e
con il suo coefficiente di smorzamento. Se @=—p+d0», o d
.radice di (5), per . cui il sistema omogeneo. '

® - « fkTikAk -+ “%kEkAk -+ EyV“kAh =0 (3:-" 1,2,..,n)

. : : 1 -
ammette soluzioni non tutte nulle. Moltiplicando V’i~esima equazione
) 411 {6) per A, essendo A, il complesso coniugato di 4,, e sommando
“rispetto ad ¢, si trova, dopo aver diviso per « (si ricordi « diverse’
-da zero): :

o ﬁ

viz|<|‘

> =0,

*) Escludmmo, ‘per comodita d1 BSPOSIZlone, il caso (di radici coinei-
denti, ma il nosiro risultato ® gemnerale. :

Co) simbolo ”cc’T,;, + el 4 Vil mdlchlamo il determinante, il cui ter-
mme generale & «*Ty + ofy + V.

“2) B ovvio che v si pud sempre supporre, come {1, posmva

() « se reale, non pud essere- pomtwa o
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dove:

_ n L. o . on .
®) T———%nT;kAkA,-, 9) F:%u adid;,  (10) szih aAyA;.

Per le nostre ipotesi su T, F, V, le T, F, V, sono forme reali
. positive, esclusa al piit V che pud essere anche nullar —~
Allora separando in (7) la parte reale-dall’ immaginaria. si ha:

— — }I, _—
11) ——pT-é!—F——mV—O
12) » wT—mV:O.

Poiche w=|=0 si pub nella (12) soppnmere w e ricavare T, che 80-

stituita nella (11) da:
L

7
@

2V =&
da cui, essendo Vul+ 0?>p
- 2V
2 4 < ==
V- “F-
Allora riducendo V a forma canonica si ha, mdlcando V.,

Voyoow Vi i coefficienti principali () della V e con 4/, A;,.., 4,’
le var1ab1|1 che rendono V canonica:

TF.:V,IA,’F+ V,]A,’|2+...+ V,,1A”’|2g§(]A,’|2+,]A,’i2+... +4,’ 9
=v(|A, P+ ] A, P+..+|A, ]} .
essendo v la pit grande delle V,, V,,.., V,.
In modo- analogo, indicando con ¢ il pilL piccolo del coeffwmntx
principali di F, si trova:
Fz=o(| 4 +]4, 1 +..+]4,

da cui ricordando che ¢ deve essere maggiore di zero, si ha:
. « 9 o
as Virrat < 7?1

Da questa mequamone si traggono subito le hmlta.mom cercate,

" ossia:
2v

d
14 o H<9 _‘«)<?.
(*) Data una forma quadratica M, ridotta a forma canonica, ciod:
. M M‘Xlz —+ m’ng e m”X” .
le m,, ms,.., m, si chinmeranno eoefflclentl plfincipah della forma stessa.
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I limiti superiori di (13) si possono calcolare riducendo a forma
canonica la F e la V, il che implica, come & noto, la risoluzione
di due equazioni di grado w, con radici reali, mentre per trovare
le = occorre risolvere un'equazione di grado 2» e con radici anche
complesse. Ma & interessante notare che in molti problemi F e V
sono gia date in forma canonica, come accade mella questione
elettrica che fra poco andremo ad esaminare.

Sara opportuno osservare, sebbene la cosa sia ovvia. che i li-
miti superiori di (14) non  dipendono da T, come si era annunciato

in prineipio.

3. I risultati ora ottenuti si applicano al caso di un sistema
di circuiti elettrici, semplici o a rete senza forze elettromotrici
inserite, purché si sostituisca all’energia cinetica T 1'energia ma-
gunetica %, all’energia potenziale V I’ emergia elettrica I/, alla fun-
zione di dissipazione F il calore di JouLE @ sviluppato nell’ unita
di tempo. Se ordiniamo i rami dei vari circniti in modo opportuno,
abbiamo per %, U, @ le espressioni:

R " 9’ - 3
‘10) g: é %p,SMP,qu q¢ (16) == zp C (1/) Q =23 qu,,

dove g, & la carica su un’armatura del condensatore inserito nel
ramo p-esimo, C, la sua capacitd, R, la resistenza del ramo in
discorso, My s la mutua induozione fra il ramo p-esimo e il ramo
s-sesimo. Se nel ramo p-esimo manca il condensatore, g, sarad la
‘carica che ha attraversato quel ramo nell’intervallo di tempo (0, £).
Ovviamente n sarad il numero totale dei rami dei vari circuiti.
Noi supporremo % e @ definite positive, U — analogamente al

1
caso meccanico — semidefinita: cosi alcune o tutte le o potranna
. -,

supporsi nulle.

Cid posto osserviamo che i risultati raggiunti nel paragrafo
procedente si trasportano facilmente mnella questione elettrica in
discorso.

Si sa infatti che in assenza di forze elettromotrici le g, si
esprimono come combinazioni lineari di funzioni del tipo e* con
gli esponenti «, calcolabili, come nel problema meccanico, col ri-
solvere un’equazione algebrica che qui mon & il caso di scrivere.

A seconda che x & reale o complessa, appaiono nell’ espressione
di ¢, termini smorzati o termini oscillatori smorzati (!). In questo

{1) Cio¢ termini rispettivamente del tipo e—kf, e—ptcos wf, e—pfsen wi
con k, w, p reali.
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ultimo caso, come abbiamo dlmostrato in altro lavoro ancora in
corso di stampa. sussiste la relazione:

in
(18) azp,,Mp,sAA +2 R |A,,| ;%

dove x vale naturalmente — y.+@w (essendo al solifo » la pulsa-
- zioné, ¢ lo smorzamento delle oscillazioni), 4,, 4, sono numeri non

tutti nulli, 4, & il complesso coniugato di 4,.
La (18) & identica alla (7), percid ragionando come nel para-

grafo precedente, si frova, temendo presgnte che B, o é‘; sono i
I3
coefficienti principali di @ e U: o

1 : 1 1
(19) Vir+oi< 5= o @) v<pg, @) espq,

dove R,, & la minima resistenza, C, la minima capacitad dei vari
rami dei ecircuiti. ‘

Vediamo ora di trarre una conseguenza dai risultati’ sopra,
ottenuti.

Si supponga che alcune o tutte le My, tendano a valori M, s,
per cui T diventi semidefinita positiva e 1’equazione che deter-
mina «-si abbassi di grado. Allora alcune « (che fndic_:heremo con 8)

‘tenderanno allinfinito, ovviamente, per valori reali; altrimenti
dovrebbero soddisfare alla (19) e rimanere cosl sempre limitate in
modulo. Siccome poi i valori reali dii « non possono essere che
négativi, si conclude che, se M, , tende a My s, le 8 tendono al-
I’infinito per valori reali negativi. -

Questo teorema contiene, e percid dimostra, I’ ipotesi del FUBINI~-
GHIRON accennata in principio. Egli ha ammesso questo: quando
Mp,s tende a M, s, le- parti reali di B tendono a — co. Da quanto
abbiamo dimostrato resulta ‘dungue non solo provata Pipotesi in

discorso, ma anche- preugaﬁzo\ll_ comportameuto della parte imma-
ginaria delle §. ' :



