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PICCOLE NOTE 15

Un limite superiore per la frequenza e lo smorzamento
1 dei sistemi oscillanti dissipativi.

Nota di Dario Graffi (a Torino).

Sunto. - Si considera un sistema meccànico dissipatilo che compie piccole 
escursioni libere intorno ad una posizione di equilibrio stabile e si 
prova che, se nell’integrale generale delle equazioni del sistema vi sono 
termini oscillatori, la frequenza e lo smorzamento di questi non superano 
un certo valore indipendente dall’ energia cinetica. Il resultato si estende 
ai circuiti elettrici e si dimostra una ipotesi del Fubini-Ghiron.

1. Ricercando la dimostrazione (che riporterò più innanzi) di 
Un'ipotesi contenuta nella recente interessante Memoria del Fu- 
bini~Ghiron sui circuiti elettrici Ç), sono stato condotto H stabi­
lire il seguente teorema di meccanica. Se un sistema meccanico 
compie, in presenza di forze dissipative, piccole oscillazioni libere 
intorno ad una posizione di equilibrio stabile, esiste un limite 
superiore finito, indipendente dall'espressione dell'energia cine­
tica, per la frequenza e lo smorzamento delle oscillazioni.

Non ho trovato questo teorema in lavori precedenti, per quanto 
abbia fatto accurate ricerche bibliografiche (2). Però è difficile, 
per non dire impossibile, affermare con tutta certezza la novità 
del mio risultato chè, come è noto, moltissimi sono i lavori de­
dicati alla teoria delle piccole oscillazioni.

(*) E. Fubini-Ghiron, Sopra alcuni procedimenti di calcolo operazionale< 
In corso di stampa nei « Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo ».

(2) Il libro che contiene il maggior numero di risultati sull’ argomenta 
in discorso è ancora: Routh, Advanced rigid dinamics, cap. 7.

2. Si abbia un sistema meccanico, a n gradi di libertà, deter­
minato quindi dai parametri qx, ,..., qn, olonomo, a vincoli indi­
pendenti dal tempo. Supponiamo che esso compia, in presenza di 
forZe dissipative, piccole escursioni libere intorno ad una posizione^ 
di equilibrio stabile.

Precisando le cose, ammetteremo che il moto del sistema sia 
retto dalle equazioni:

(1) ~kTikqkr' ^kFikqh' ^kVikqh = 0 (i — 1, 2,...
i t 1

dove Tik, Fik, Vik sono costanti reali e tali che Tik = Tki, Fik = Fki, 
Vik = Vhi per ogni i e k. (*)
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Ammetteremo inoltre che le tre forme quadratiche
1 n n 1M

<2) T = g2rtW,- (3) F=^hFikq'qkf, (4) V=^Vihq<q> 

rappresentanti, rispettivamente, F energia cinetica, la funzione di 
dissipazione, l’energia potenziale, siano definite positive, all’ec­
cezione di V, che potremo supporre anche semidefinita positiva.

L’integrale generale di (1), come è noto, vale una combinazione 
lineare di 2n funzioni della forma eat dove òc è la radice dell’equa­
zióne di grado 2w (*):

(1) Escludiamo, per comodità di esposizione, il caso di radici coinci­
denti, ma il nostro risultato è generale.

Còl simbolo WatTtf. a#a-f- Vik\\ indichiamo il determinante, il cui ter­
mine generale è a2 Tik -p aFik 4- Vik. '

(2) È ovvio che œ si può sempre supporre, come ß, positiva.
(3) a, se reale, non può essere positiva.

-(5) ■ + K*[l  = 0.
Ora è noto che a può risultare reale o complessa con parte 

reale negativa. Nel caso in cui a sia complessa si sa che pure a 
(dove a è il complesso coniugato di a) è soluzione di (5) e che nell’ in­
tegrale generale a ea*,  eat è lecito sostituire e~\d cos wf, sen wf, 
essendo — p. la parte reale, <o la parte immaginaria di a o a (1 2).

Ora, se le condizioni iniziali sono tali che la soluzione di (1) 
si riduca ad una combinazione lineare delle due funzioni sopra­
scritte si dirà che il sistema compie oscillazioni smorzate con 
pulsazione œ e con [x per coefficiente di smorzamento. Se invece 
la soluzione si riduce al tipo Meat con a reale e M costante reale, 
si dirà che il sistema compie un moto smorzato (3). In generale si 
avrà sovrapposizione di moti smorzati e di moti oscillatori smorzati 
con diversa pulsazione e diverso coefficiente di smorzamento.

Prendiamo in considerazione uno di questi moti oscillatori.
Indichiamo, come già si è fatto, con w la sua pulsazione e 

con |x il suo coefficiente di smorzamento. Se a = — p.-4-ito, oc è 
radice di (5), per cui il sistema omogeneo-

<6) ' -i- ocL^A, -t- 0 (r^1,2,...,-r)
1 l i

ammette soluzioni non tutte nulle. Moltiplicando l’t-esima equazione 
4i (6) per A{, essendo Ä{ il complesso coniugato di A<, e sommando 
Dispetto ad i, si trova, dopo aver diviso per oc (si ricordi oc diverso 
da zero):

, _ __ y
(7)
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dove:
(8) T = ìikTikAkA{, (9) F=ïaFikAhÂ{, (10) V=ì<kVikAkI^ 

i 1 1

Per le nostre ipotesi su T, F, V, le T, Fr V, sono forme reali 
positive, esclusa al più V che può essere anche nulla.

Allora separando in (7) la parte reale-dall’immaginaria, si ha:

(11) iV=0

—. (O —
(Ì2) = 0.

Poiché w=|=0, si può nella (12) sopprimere w e ricavare T, che so­
stituita nella (11) dà: 

da cui, essendo Vp.2 h-ta2 >

Allora riducendo V a forma canonica si ha, indicando V,, 
Vz,Vn i coefficienti principali (x) della V e con A/?/A;',..., An' 
le variabili che rendono V canonica:

v=vj2;ì24-vjA'|’+...4-rMuM'|^v(|41'pH-M!T+... HA.T)

essendo v la più grande delle. Vj, V,,..., V,..
In modo analogo, indicando con cp il più piccolo dei coefficienti 

principali di F, si trova:

da cui ricordando che <p deve essere maggiore di zero, si ha:

------ ö 2v -
(13) Vi , + «>!< ~ -*

Da questa inequazione si traggono subito le limitazioni cercate, 
ossia:

2v 2v
(14)

(9 Data una forma quadratica Jf, ridotta a forma canonica^ cioè :
Jf = 4- ih-.M -+•

le , Mz,..., mn si chiameranno coefficienti principali della forma stessa.
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I lìmiti superiori di (13) si possono calcolare riducendo a forma 
canonica la F e la V, il che implica, come è noto, la risoluzione 
di due equazioni di grado n, con radici reali, mentre per trovare 
le a occorre risolvere un’ equazione di grado 2n e con radici anche 
complesse. Ma è interessante notare che in molti problemi F e V 
sono già date in forma canonica, come accade nella questione 
elettrica che fra poco andremo ad esaminare.

Sarà opportuno osservare, sebbene la cosa sia ovvia, che i li­
miti superiori di (14) non dipendono da T, come si era annunciato 
in principio.

3. I risultati ora ottenuti si applicano al caso di un sistema 
di circuiti elettrici, semplici o a rete senza forze elettromotrici 
inserite, purché si sostituisca all’energia cinetica T l’energia ma­
gnetica ‘S’, all’energia potenziale V l’energia elettrica U, alla fun­
zione di dissipazione F il calore di Joule Q sviluppato nell'unità 
di tempo. Se ordiniamo i rami dei vari circuiti in modo opportuno, 
abbiamo per ‘S’, 17, Q le espressioni:

in 1 n q 2 n
Ilo) ^=g2p,. MPìSqp'q/ (16) = (17) Q=\Rpq^

dove qp è la carica su un’armatura del condensatore inserito nel 
ramo p~esimo, Cp la sua capacità, Bp la resistenza del ramo in 
discorso, MPìs la mutua induzione fra il ramo p-esimo e il ramo 
s-sesimo. Se nel ramo p-esimo manca il condensatore, qp sarà la 
carica che ha attraversato quel ramo nell’intervallo di tempo (0, §). 
Ovviamente n sarà il numero totale dei rami dei vari circuiti.

Noi supporremo ‘S’ e Q definite positive, U — analogamente al 

caso meccanico — semidefinita: così alcune o tutte le potranno Cp 
supporsi nulle.

Ciò posto osserviamo che i risultati raggiunti nel paragrafo 
procedente si trasportano facilmente nella questione elettrica in 
discorso.

Si sa infatti che in assenza di forze elettromotrici le qp si 
esprimono come combinazioni lineari di funzioni del tipo con 
gli esponenti a, calcolabili, come nel problema meccanico, col ri­
solvere un’equazione algebrica che qui non è il caso, di scrivere.

A seconda che a è reale o complessa, appaiono nell’espressione 
di qp termini smorzati o termini oscillatori smorzati (*).  In questo 

(*) Cioè termini rispettivamente del tipo e—, e~p* cos co§, e—yi sen tot 
con &, co, p reali.
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ultimo caso, come abbiamo dimostrato ih altro lavoro ancora in 
corso di stampa sussiste la relazione:

n _ n 1 w I Al2(18) ^p,iMp,gA,Ap + y.pRp\Ap\  + -V-~^- = Gi
1 1 '1

dove a vale naturalmente — y. 4- ita (essendo al solito w la pulsa­
zione, |x lo smorzamento delle oscillazioni), Ap, As sono numeri non 
tutti nulli, Äp è il complesso coniugato di Ap.

La (18) è identica alla (7), perciò ragionando come nel para­

grafo precedente, si trova, tenendo presente che Rp e sono i 
coefficienti principali di Q e Ü : '

(19) V.“2 (20) ,u< 1 , (21) A-,
"ut '■'m "m -“'m '-'m

dove Rm è la minima resistenza, Cm la minima capacità dei vari 
rami dei circuiti.

Vediamo ora di trarre una conseguenza dai risultati sopra 
ottenuti.

Si supponga che alcune o tutte le MPf8 tendano a valori MPlS, 
per cui % diventi semidefinita positiva e l’equazione che deter­
mina oc si abbassi di grado. Allora alcune oc (che indicheremo con ß) 
tenderanno all’infinito, ovviamente, per valori reali ; altrimenti 
dovrebbero soddisfare alla (19) e rimanere così sempre limitate in 
modulo. Siccome poi i valori reali di oc non possono essere che 
negativi, si conclude che. se MPiS tende a MPiSì le ß tendono al­
l’infinito per valori reali negativi.

Questo teorema contiene, e perciò dimostra, l’ipotesi del Fltbini- 
Ghiron accennata in principio. Egli ha ammesso questo: quando 
MPt8 tende a MPi8, le parti reali di ß tendono a — <x>. Da quanto 
abbiamo dimostrato resulta dunque non solo provata l’ipotesi in 
discorso, ma anche precisato il comportamento della parte imma­
ginaria' delle ß.


