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RECENSIONI

J. K. Koksya: Diophantische Approximationen. Ergebnisse der Ma-
thematik u. ihrer Grenzgebiete. Bd. IV, 4. Berlin, Springer. 1936,
p- 157. R.M. 18.40.

I Mixkowskl, cui si deve la prima delineazione di un corpo di
dottrina sotto it nome di approssimazioni diofanticie (). ne enuneia
il contenuto come « 1 approssimata risoluzione di equazioni nelle
quali le costanti possomno essere grandezze qualsiansi. mentre
i valori delle incognite debbono essere interi »: in verith non xj
tratta generalmente della determinazione di queste approssimate
soluzioni intere {problema ' altronde indeterminato finché non sia
nota 1'approssimazione richiesta) bensi di ricerche intorno alla
massima  approssimazione raggiungibile quando ai valori infer
delle variabili si impongano convenienti limitazioni. generalmente
quella di non superare, in modulo, un numero assegnato. Gii il
MINKOWSKI osservavi come ne emergesse una metodica per pene-
trawe i piir riposti problemi della moderna teoria dei numervi: il
volumetto del Koksya, conservando perfetta fedelth alla defini-
zione del MiNkowski, mostra bene come sotto questo titolo venga
i coordinarsi quasi per intero la teoria aritmetica dei numeri
irrazionali: e per dare un’idea dell’ampio materiale di studi con-
siderato. basti notare che 1'accurato indice bibliografico occupa
nel volume ben 29 pagine !

I, argomento trattato & delineato mnell’introduzione coll enun-
cinzione di due problemi fondamentali consistenti, nell’avvicinare

mediante convenienti espressioni analitiche — la suddetta mas-
sima approssimazione dal disotto ¢ dal disopra: cosl & ben noto
dalle piit elementari proprieth delle frazioni continue che ogni

irrazionale 2 sipud approssimare mediante frazioni a con errore

1 . !
< ’,1,: ma rvicerche pitt aftinate (Hurwirz, BorEL, PERRON, ecc.)

(" Dioplantisclie Approximationen, eine Einfihrung in die Zahlen-
theorie. Livipzig, Teabner, 1907 : nell’ indice bibliografico questo aureo li-
bretto del MINKOWSKL si trova registrato colla data anacronistica della
pistmpa. 1927,
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Assegnano per questa approssimazione il pii ristretto valore
s
¢ pr vistietlo ancora per classi particolaei di ivrazionali: vecipro-
amente & noto (Liovvinne) che ad ogni irrazionale algebrico di

grado, g corrisponde un ¢ tale c¢he detta approssimazione non pud

Superare "’I": ma la proposizione & notevolmente ralforzata dalle

vicerche di Tuee ¢ di Sigcen. 1 problema dell approssimazione
sioamplia naturaimente dalla considerazione di singoli ivrazionahi
a quella di espressioni composte con questi @ in particolare, consi-
derando combinazioni lineari di potenze intere di un numero, si
ciunge o eriteri di trascendenza. di ocui il pitt ampio. sebhene
(conseguentemente)  insufficientemente  adatto o pratiche  appli-
cazioni. & che affinché un numero 3 sia trascendente occorre o
basta chel per ogni numero ©Q esista un » tale che espressione
L=y bl 40 2 possa prendeve valovi minori di f Yo
non -0, per valori interi delle e, di valore assoluto /.

Il mezzo di ricerea ¢he ha mostrato dapprima la sua petenza
per opera del Minkowsky ¢ quello della geometvia dei imeri. di
cui il « principio di vipartizione » (Schabfaclprinzipy & 1 esempio pii
semplice o pint antico: a questo, colle sue eostensioni. ¢ destinato
it 1T capitolo. I seguenti capitoli [LL TV frattano dell approssima-
zione di un numero. essendo raccolti nel TTL § rvisultati che si
collegamo principalmente alla teoria delle frazioni coutinue ¢ nel IV
le estensioni di questa e le questioni di irrazionalith o di trascen-
denza: il cap. 'V osi riferisce all’approssimazione dei sistemi di
numeri. 1 capitoli seguenti (VI a X) frattano della distribuzione
dei resti (mod. 1) di funzioni di numeri interi: i capitoli VI e VI
sono dedicati al caso lineare, i seguenti a funzioni qualungue o
alle considerazioni asintotiche.

Nel suo insieme il libro, per V'ampiezza delle notizieo I loro
coordinazione unitaria ed il loro completo ageiornamento, presenta
un vivo interesse, quantungue. per la ristretiezza dello spazio. non
dispensi nel maggior numero dei casi dal ricorrere alle fontj,

3. L.eva

M. Niwovrsco: Les fonctions polyarimoniques. 15X posés sur la théovie
des fonctions publiés sous la divection de Pavn Moxrin, LV fase.,
Paris, Hermann, 1936.

Questa Monografia conticne una sintesi accurata delle prineipali
proprietid delle funzioni armoniche ¢ poliarmoniche di un numero
qualungue di variabili.
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Posto

, .
ox*

n
A—=1, A=3 s AT = A(ATY), s=1,2..
1 .

dicesi poliarmonica di ordine p (') ogni soluzione dell’ equazione
APy = 0.

Le funzioni armoniche di 2° ordine o biarmoniche hanno un.
ufficio notevole mnella teoria matematica dell’ elasticiti (AIRY,
MarH1EU, ALMaNsI, Boaaro, LAvricELLA, LEVI-Civira, MARco-
LONGO, VOLTERRA). La loro proprieta pilt importante & contenuta
nel teorema di ALMaxsi, il quale riconduce il loro studio a quello
delle funzioni armoniche e 1I’analisi del principale problema al

contorno che si pone in Elasticitad & dovuta al LAURICELLA.

Per lungo tempo lo studio delle funzioni biarmoniche & stato
coltivato specialmente dalla scuola italiana e dominato dal solo
punto di vista della Fisica matematica (che si & sempre mostrato
tra i piu fecondi per lo sviluppo dell’Analisi). Ma in tempi recenti
si nota la tendenza ad approfondire sistematicamente le proprieta
delle funzioni poliarmoniche dal punto di vista astratto dell’Analisi
pura, cosl come gid era avvenuto per !’equazione del LAPLACE.

Il N1coLESco espone qui, nel quadro della teoria ormai classica
delle funzioni armoniche e biarmoniche, i suoi apprezzabili ri-
sultati sull’ armonicith d’ordine superiore e quelli di numerosi
altri Autori.

La Monografia & divisa in tre capitoli nei quali vengono trattate
rispettivamente le proprietd locali, i campi non limitati di armo-
nicitdh e i problemi al contorno del LAURICELLA e del RIQUIER.

Non & fatto cenno della seguente proprieta che risulta dalla
formola di Boagio e costituisce un attributo essenziale dell’ anali-
ticita delle funzioni armoniche di qualunque ordine.

Due funzioni u,(M), u, (M) armoniche di ordine p rispettiva-
mente nei domini D,, D, aventi una parte ¢ di frontiera comune,
dotata di normale in ogni punto, che soddisfano su ¢ alle condizioni

A*ul = A%,
dAsul dAv,u}_O (S:O, 1, ...,p—l)
dn, + dn, |

(n,, m, versori normali a ¢ interni a D,, D,) costituiscono un’ unica
funzione armonica di ordine p in D, + D,. :

(*) Per semplicita, si potrebbe dire « armonica di ordine p ».
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Questo teorema conduce a domandarsi se, essendo w(x,,..., x,)
armonica di ordine p, la funzione

1 x x n
—_ o “n 22 e ¥ 2
Uy = St \Gao s e ) = %i €,

che ¢ anche tale, sia la continuazione analitica di u, attraverso la
ipersuperficie sferica di raggio unitario.

Per le funzioni armoniche si trova che la funzione u, dev’es-
sere omogenea di grado K— —"/,(n —2).

In particolare, le funzioni armoniche di due variabili debbono
essere omogenee di grado zero.

Poicheé queste sono tutte contenute nell’ espressione

u(x, ) = @ arctg Z + b, (a, b costanti)
8i riconosce che V'inversione rispetto a un cerchio non prolunga
analiticamente le funzioni cui & applicata, eccetto il caso or ora
indicato.

Osservo che il teorema precedente vale anche per le funzioni
metarmoniche, soluzioni dell’ equazione

A+ = 0,

come risulta dall’estensione di HeLMuoLrz della formola di GREEN
ed & valido per ogni equazione a derivate parziali di tipo ellittico
completamente lineare, le cui soluzioni, come & noto, sono neces-
sariamente analitiche. G. LAMPARIELLO

R. WevricH: Die Zylinderfunktionen und ihre Anwendungen; pa-
gine IV-+137; B. G. Teubner, Leipzig und Berlin, 1937. Prezzo
(rilegato) R.M. 7.60.

I/ A. ha sostituito al volume della collezione « Teubner » di
P. ScHAFPHEITLIN sulle fanzioni di BESSEL, ora esaurito, un nuovo
volume che ben corrisponde alle moderne esigenze dei matematici,
dei fisici e dei cultori di matematica applicata. In 137 pagine, nel
modo pilt semplice e pilt chiaro ha raccolto felicemente le princi-
pali proprietd delle funzioni cilindriche.

Punto di partenza della trattazione & la teoria delle onde eilin-
driche che permette all’A. di arrivare in ‘modo rapido alle rappre-
sentazioni integrali delle funzioni cilindriche di BrEssEL, HANKEL,
NEUMANN.

Nei capitéli 4 e 5 ha particolarmente studiato le rappresenta-
zioni asintotiche di HankruL, DEBYE, N1cHOLSON, WATSON ; si tratta
di risultati di comune impiego nelle applicazioni e di grande im-
portanza per gli sviluppi in serie di funzioni cilindriche.
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Particolarmente interessante & I’ultimo capitolo del volume, il
dodicesimo, destinato ad alcune notevoli applicazioni delle fun-
zioni ecilindriche, a problemi di dinamica e a problemi sulla con-
duzione del calore e sulle onde elettromagnetiche.

Il lettore, cui sono richieste, per la comprensione del volume,
le nozioni generali di analisi del mostro primo biennio e gli -ele-
menti della Tecria delle Funzioni Analitiche, potrd a lettura
ultimata valersi correntemente mnelle applicazioni delle. ben note
Funktionentafeln di JAHNKE-BEMDE (Leipzig, 1933), mentre al ma-
tematico puro, per gli ulteriori approfondimenti & resa agevole la
lettura del classico trattato di G. N. WarsoN, A Treatise on the
Theory of Bessel Fumnctions (Cambridge, 1922); il volume appar-
tiene quindi a quella notevole categoria 'di pubblicazioni imposte
dalle moderne esigenze che per i teorici significano adeguata ini-
ziazione allo studio dei trattati e per i matematici applicati un
potente strumento di lavoro. GIOVANNI SANSONE

7

E. KawurER: Binfithrung in die Theorie der Systeme von Diffe-
rentialgleichungen. Hamburger mathematische Einzelschriften.
16 Heft, Leipzig-Berlin, Teubner, 1934, p. 80+IV. RM. 3 (ril. 3,75).

La teoria delle forme ed equazioni pfaffiane & stata estesa dal
Carran alle forme differenziali di ordine superiore, ricavandone
un calcolo simbolico il quale, mediante 1’uso di un’algebra vetto-
riale (prodotti alterni), coordina in una veduta generale la tratta-
zione dei principali problemi sui sistemi di equazioni alle derivate
parziali nel dominio analitico. Nel volumetto in esame I’ A. ci pre-
senta una esposizione di tale ordine d’idee, cui da particolare inte-
resse il linguaggio formale aritmetico e/ 1’interpretazione geome-
trica tenuta costantementt presente: egli perviene cosi ad una
trattazione approfondita principalmente dal lato algebrico del pro-
blema dell’integrazione, che egli esamina anche nei particolari del
caleolo effettivo: & invece nella sostanza del metodo che le que-
stioni pilt strettamente analitiche della riduzione dei sistemi a
forma completamente integrabile e della  convergenza debbono
essere supposti risoluti nell’indirizzo loro proprio, onde il titolo
risulterebbe forse piiL proprio ove, seguendo per es. il GoURsar,
si richiamasse direttamente alle forme pfaffiane. Per piit esatta v
indicazione degli argomenti trattati e del loro svolgimento, ripro-

. duciamo, con qualche liberta di traduzione, 1’indice dei capitoli:
I anello delle forme differenziali. ~ Premesse funzionali e geome-
triche. - Varietd integrali ed elementi integrali, ~ Teoremi d’esi-
stenza - Osservazioni sui calcoli relativi ai precedenti sviluppi.
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- Applicazioni ed esempl - Linee fondamentali della teoria dei
gruppi di Lre. B. Levi

HiLkNe FREDA : Méthode des Camctémsthues pour U integration des
équations aux dérivées partielles linéaires hyperboliques, avec une
préface de Viro VoLTERRA. « Mémorial des sciences mathéma-
tiques », Fase. LXXXIV. Paris, Gauthier-Viliars, 1937, p. 82.

L’ integrazione delle equazioni alle derivate parziali del secondo
ordine lineari iperboliche che I’ HADAMARD ha chiamato di tipo nor-
~ male (e cio® a conoide caratteristico ellittico) & uno dei pilt eleganti

ed istruftivi capitoli della teoria delle equazioni differenziali nel
dominio reale, venuto a compimento nell’ultimo decennio del secolo
scorso e nei primi lustri di questo secolo: mentre, dopo la clasgica
opera di RIEMANN, le ricerche di Picarp e HADAMARD méttevano
in chiara luce I'importanza e P ufficio delle caratteristiche rnella
determinazione delle soluzioni, le geniali intuizioni del VOLTERRA,
seguite dalle ricerche di TEDONE, D’ADHEMAR, COULON, HA;zﬁAMARD
permettevano, mediante la considerazione dei conoidi caratteristici,
di giungere ad una esatta classificazione e alla risoluzione dei nuovi
problemi che presenta il caso di tre o pili variabili. Manca tuttavia
una frattazione d’insieme la quale tenga conto dei vari indirizzi,
poiché i trattati fondamentali di HapamMarD e di Picarp hanno
- aneora prevalentemente forma monografica. A tale difetto viene
incontro il presente fascicolo del « Mémorial », nei limiti consentiti
dallo spazio ristretto: dopo un breve capitolo introduttivo, si espon-
gono nel secondo capitolo le ricerche relative al caso di due varia-
bili, nel terzo quelle del VouLrERrA per le equazioni della forma
u  u a*u
e axg’ awz._f(xlw,xs) nel guarto le estensioni di TEDONE,
CouvrLoNy IV ADHEMAR per equazioni in un numero qualunque di
variabili (ed anche non di tipo normale): infine nel capitolo quinto
sl espongono i metodi e i risultati di HADAMARD per le equazioni
generali di lipo iperbolico normale totalmente lineari.
Chiude il fascicolo un indice bibliografico abbastanza esteso, che
perd, data Vimportanza dell’argomento, potrebbe desiderarsi pin
completo e con pilt precisi richiami nei passi del testo. B. Levi

LiUCIEN GODEAUX: Les geometmes Paris, Armand Colin, 1937, in 8°,
p- 216. .

Una rapida corsa attravexso P evoluzione del nome « geometria »,
dai greci (per non dire gli egiziani, che il nome non avevano an-
cora coniato) a noi, contenuta per quanto riguarda la preparazione
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culturale, nei limiti di quella di un licenziato dalle scuole medie;
questo il programma che ' A, si & proposto ed ha perfettamente
realizzato e posto in evidenza col plurale del titolo.

Il voiumetto si compone di sei capitoli: Nel primo « La geo-
metria elementare » si parla dell’indirizzo sintetico-elementare ca-
ratteristico della geometria greca, da P1rAcora a EUCLIDE a APoL~
LONIO, e di cui ultimi rappresentanti possono considerarsi, per la
teoria delle coniche, i due geometri belgi QUETELET e DANDELIN;
nel secondo « Lia geometria analitica » si segue il metodo delle
ceordinate dalla sua nascita come rappresentazione grafica con
Nicona OResME fino all’inizio della geomefria algebrica e diffe-
renziale ; il terzo « Lia geometria proiettiva » ci porta dalle ricerche
sulle coniche di DEsarGUEs, di DE LA HIRE e LE PoIvRE, fino a
STAUDT e a CHASLES ; seguono altri tre capitoli rispettivamente sui
« principii della geometria », «la geometria e la teoria dei gruppi »,
« la topologia », per modo che, mentre ognuno presenta lo svolgi-
mento storico di una delle idee direttrici delle ricerche geome-
triche, i vari capitoli, nella loro successione, offrono pure un quadro
temporale della evoluzione di queste idee e del gusto dominante :
onde il libro costituisce una piacevole lettura e, per il principiante,
un’ottima guida d’orientamento, al quale scopo concorre una breve
bibliografia, limitata, com’® naturale, alle piu significative e re-
centi opere d’insieme. ~ B. LEvi

BE. Carran: Legons sur la théorie des espaces & commexwion proje-
ctive. (Fasc. XVII dei « Cahiers Scientifiques »). Paris, Gauthier-
Villars, 1937, pp. VI+308.

Questo volume riproduce un corso di lezioni tenuto a Parigi
nel 1934-35 dall’eminente Geometra. Come questi sia uno dei prin-
cipali ispiratori e artefici dei nuovi orientamenti e sviluppi della
Geometria Differenziale, & ben noto : ma va rammentato che proprio
.egli stesso ha dato inizio (') alla teoria delle connessioni proiettive,
oggetto della presente opera. -

11 corso ha carattere monografico, ma anche spiccatamente per-
sonale. Senza raffronti o riferimenti all’ulteriore letteratura del-
I’ argomento (?), I’ A. riprende e svolge qui in sostanza ancora le

(') Ved.: Sur les variétés & connexion pro]ectwe « Bulletin Soc. Math.
de France », 52, 1924, pp. 205-241.

(*) Per la letteratura anteriore al 1931 rimando a una mia « Relazione »
in questo « Bollettino»: 9, 1930, pp. 288-294; 10, 1931, pp. 28-34, 83-90.
Indicazioni ulteriori si trovano sia nell’indice Bibliografico che accom-
pagna questo volume del CarTaN (p. 303) che nella Bibliografia della Me-
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sue primitive vedute: ma 1’attuale esposizione (qui data nella
Parte II del volume), oltre a presentare interessanti semplificazioni
e perfezionamenti, & anche grandemente arricchita di nuovi risul-
fati, di applicazioni, interpretazioni che ampliano la portata della
teoria, ne chiarificano !’ essenza ¢ le dhnno un assetto piu omo- '
geneo e organico. Particolarmente notevole & il ravvicinamento,
quasi I’ unificazione della nuova teoria, volta agli spazi proiettivi
curvi, con ordinaria geometria proiettiva differenziale che studia
gli enti situati entro spazi proiettivi piani. Proprio a quest’ ultima
geometria del resto I’ A. ha dedicato tutta la Parte I e cioé oltre
la meta del volume: questo allo scopo di fissare le basi, sia ana-
litiche che geometriche, necessarie per gli sviluppi che seguono;
e anche per saggiare su enti meno complessi i metodi d’indagine
adottati: soprattutto quello del «riferimento mobile ».

I/ opera, come del resto tutta la produzione geometrica del
CARTAN, & concepita ed esposta con suggestiva chiarezza. Senza
dubbio 1" A. vede — con una forza d’intuizione e penetrazione non
meno ammirevole del suo singolare virtuosismo algoritmico — e
presenta anche al lettore innanzi tutto e in modo spesso premi-
~nente ' aspetto analitico delle questioni trattate. Su questo modo
di sentire e gustare, ¢ quindi di esporre, una teoria geomelrica,
si pnd anche non essere in tutto d’accordo con I'A.: deve perd
riconoscersi che nell’impostazione e nello sviluppo di ogni singola
questione da lui trattata il substrato geometrico sempre traspare
con nitida perspicuita: e chiarifica ed indirizza il processo ana-
litico.

La I Parte comincia con un Capitolo (I) sulla geometria diffe-
renziale proiettiva dei movimenti sulla linea retta. Lo studio delle
proprieta proiettive dei movimenti, e in particolare la ricerca dei
movimenti proiettivamente eguali, vengono trattati con diversi
procedimenti analitici che in parte hanno poi il loro riscontro in
analoghi procedimenti applicati allo studio proiettivo delle curve
nel piano e delle superficie nello spazio: sta in questo il loro
precipuo interesse. Intendo alludere alla rappresentazione dell’ ente
studiato, nel gruppo delle trasformazioni proiettive (o almeno, di
quelle omografiche) con equaziont differenziali: cui sono soggette

moria pubblicata da me e dal collega V. HLAVATY nel tomo XV, serie IV
(1936) degli « Annali di Matematica », pp. 1-45, 129-154. Sono da aggiun-
gere la Nota On the projective geometry of paths di L. BERWALD (« Annals
of Mathem. », 37, 1936, pp. 879-898);: un’altra recentissima, con lo stesso
titolo, di J. HAANTIES (« Proceedings of the Edinburgh Mathem. Society »
(2) 5, 1987, pp. 103-115) e due lavori del Carran che citerd pin innanzi.
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le coordinate proiettive dei suoi punti, convenientemente norma-
lizzate 1 ¢ al metodo del « riferimento mobile », che con opportuni
adattamenti ¢ posto dall’ A. a base di ricerche nei campi piiv sva-
riati della Geometria.

Salla linea retta il riferimento mobile (proiettivo) ¢ costituito
da una coppia di punti aenaelitici A, 4,, funzioni dell” istante varia-
bife. del tempo in cul il supposto movimento si svolge. Elemento
fondamentule del metodo & la costruzione di una equuziom{ (di
Ricoarn esprimente la condizione perche un punto, mobile rispetto
al riferimento mobile. sia fisso sulla roetta.

Riprendendo qualche punto di un programma da lui assai pit
ampiamente sviluppato in un libro dedicato alla geometria proiet-
tivao complessa ('), AL da poi un cenno dello studio di una curva
(0 filo), luogo di o<t punti defla retta complessa, nella geometria
proiettica di questa: che, in quanto siano dati la discriminazione
dei punti reali da quelli complessi, e quindi 'asse reale e la no-
zione di < catena », @ in realth una geometria uo'n—’("n.cli(lm piana
iperbolica rappresentata al modo di PoiNcare.

Nel Cap. I I' AL passa a studiare, con notevole ampiezza di
sviluppi ¢ varieth di procedimenti, la geometria proiettiva diffe-
renziale delle curve nel piano proiettivo (reale). Introdotto per via
analitica Uareo proiettivo di una curva piana, 'A. div la ragion
d" essere geometrica dell’ esistenza di questo invariante, ricondu-
cendosi o un assai interessante « sviluppo proiettivo » di una curva
piana qualungue su una conica: che permette di trasportare dalla
conica alla carvi la nozione di birapporto e quindi la costruzione
di un parametro proiettivo (il che anche per una curva entro un
ambiente proiettivo @ pitt dimensiond per altra via & stato otte-
nuto dal Boypiaxi (3). Precisamente: da ciascun punto 4 della
vurva (! per proiezione si rappresenta la conica osculatrice (a con-
tatto d—-punto) in 4 a € su quella che oscula C In un punto infi-
nitamente vicino ad 4 : per integrazione ne risulta una legge di
rappresentazione (proiettiva) fra due qualunque coniche osculatrici
a (' ¢ viene determinata una famiglia oc! di curve, luogo dei
punti corvispondenti sulle singole coniche: le evolventi proietflive
di prima specie di C. Queste evolventi rappresentano su una deter-
ntinata conica osculatrice non solo le altre coniche, ma anche la

') K. Carrax, Lecons sur la géométrie projective complexe. Paris, Gau-
thicr-Villars, 1931,

19y Ved. Eo Bovewasy, Sulle normnalizzazione delle equazioni differen-
ziali liveari. - Rendiconti Ace. Lineei », (6), 23, 1936, pp. 807-812,
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stessa curve C (o una sua conveniente porzione); si ha cosl uno
sviluppo proiettivo di C sulla conica.

. Lo studio delle evolventi proiettive di prima specie e delle loro
curve duali consente all’ A. di precisare in modo semplice ed espres-
sivo Ueffetto di una correlazione sull’ arco proiettivo di una linea .

" piana. I’ A. introduce poi anche altre due sorta di famiglie di
‘ourve proiettivamente legate a una curva piana, che egli dice
evolventi ‘proiettive di seconda e di terza: specie: le quah certo me-
ritano di essere ulteriormente studiate..

Introdotta (anahtlcamente) la nozione di curvatum proiettiva
'di una linea piana, I’ A. riprende poi lo studio proiettivo delle
curve nel piano dall’inizio, col metodo del riferimento mobile. Lo
studio dei riferimenti che possono proiettivamente legarsi agli
intorni degli ordinmi 1, 2,.., 6 di un punto della curva conduce,
attraverso a un procedimento di successive particolarizzazioni che
\'81 conclude con la determmazwne del riferimento ¢nirimseco,. in
-modo naturale ed espressivo a ritrovare i due invarianti proiettivi
fondamentali e a stabilire per le curve piane la rappresentazmne
intrinseca proxettlva )

Scritte poi le « equazioni di struttura » del gruppo proiettivo
.mel piano e pit in generale in S, proiettivo, ciod le cond1z1on1'
differenziali cui debbono soddisfare le forme pfaffland wa perchéd
" il sistema delle « formule di FRENET » dAa_.EwaAl (@=0,.., n)
possa rappresentare uno spostamento infinitesimno del riferimento
che ha i punti analitici 4, come fondamentali, 1’ A. applica le
equazioni di struttura a trovare una nuova soluzione, concettual-
mente piit semplice, del problema dell’ associazione di un riferi-
mento proiettivo intrinseco al punto che percorre una curva piana.

L’ ampiezza degli sviluppi dedicati alle curve piane risponde
specialmente a scopi didattici: serve a porre in risalto 1’ essenza
del metodo del riferimento mobile e il suo modo di applicazione.

Meno ampia & 1’ esposizione che nel seguente Cap. III ' A. da
sulla geometria proiettiva differenziale delle superficie in S;. Ri-
cavato, per via analitica, il riferimento che da alla superficie la

' rappresentazione locale 2 — xy — g,;(xs -+ %% + ..., A, deduce, dal-

P’invarianza delle parti prmclpah di # ed ¥ in un cambiamento
infinitesimale del riferimento che non alteri la forma dello svi-
luppo ora accennato, 1’invarianza di xy e di «®+ 4® e quindi I’ esi-
stenza delle due forme normali del FUBINI: in sostanza, e a parte
I’ aspetto puramente analitico qui adottato, il procedimento & assai
vicino a quello del Bomp1aN, che fa dipendere le forme del FUBINI
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dalle sue «forme elementari 5. I’ A. passa poi al riferimento intrin-
seco del 4° ordine, ed & condotto a caratterizzare qualeuno degli ele-
menti geometrici che all’intorno del 4° ordine si collegano: come
le direttrici di WrILczyxski, la quadrica di Lar. Ritrova poi, col
solito processo di successiva particolarizzazione del riferimento
mobile, attraverso allo studio dei riferimenti di 1°, 2° 3° ordine
quello intrinseco legato all’ intorno del 4° ordine. Svariate inte-
ressanti applicazioni del metodo del riferimento mobile div poi 1" A.
allo studio delle applicabilita proieftive; ad es. stabilisce questo
teorema (p. 1564): date due superficie proiettivamente applicabili,
se una di esse viene proiettivamente mutata in una superficie a
contatto del 4° ordine con I'altra, i punti omologhi delle due su-
perficie infinitamente vicini ai punti fatti coincidere, coincidono
fra loro con uno scarto del 3° ordine. Sul problema generale della
deformazione proiettiva delle superficie secondo FUBINI (oggctto
anche di una nota ricerca dell’ A.) si ha qui soltanto un .cenno.
Nella IT Parte I’ A. viene infine a trattave gli spazi « connes-
sione proiettiva. Ne da una prima idea (nel Cap. T) costruendo la
particolare connessione proiettiva che su una superficie ¢ di S,
viene determinata mediante 1’associazione di punti dell'S, am-
biente ai punti di 5. non situati nei piani ivi tangenti a ¢: quali
centri da cui tali piani vengono proiettati sui piani che toecano
la superficie nei punti infinitamente vicini. Indi I'A. passa alla
nozione generale di spazio {(a # dimensioni} a connessione proiet-
tiva: varietd al cui punlo gewerico A sono associali uno spazio
proiettivo conlenente A, in esso un riferimento A, di cui A=A,
fa parte, e un sistema di forme pfaffiane wg = I .du’, mediante le
quali vengono localizzati, con equazioni dd4, = o)iAB, "uno rispetto
all’altro i viferimenti associati ad 4 e al punto infinitamente vi-
cino A4 + dA. Dare una simile legge di trasporto del riferimento, o
invece la corrispondente legge di trasporto proiettivo dei punti (che
pel punto a =—a*4, sarhd rappresentata dalle formule daf + w&aﬂﬁO)
¢ sostanzialmente lo stesso: e io veramente non trovo che il primo
procedimento sia preferibile. Le equazioni accennate danno, per
integrazione lungo una curva, lo sviluppo (a meno di omografie)

della totalith dei riferimenti associati ai punti di. una curva — e
in particolare, lo sviluppo della curva medesima — sullo spazio

proiettivo associato ad un punto della' curva. Mediante questo svi-
luppo tutte le proprietd differenziali, riguardanti intorni di punti
¢ di curve su di uno spazio a connessione proiettiva, si ricondu-
cono a propriete riguardanti enti di wno spazio proiettivo: ad es.
le proprictiv differenziali di wna curva di una varieth a connes-
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sione proiettiva sono le proprietd proiettive (comuni) degli svi-
luppi di yuella curva sugli spazi proiettivi associati ai suoi punti.

I’ A. pone e risolve il problema della trasformazione delle of
per un arbitrario cambiamento dei riferimenti sotto questa forma:
come possono variare le wi senza che mutino le proprietd delle curve
dello spazio « connessione proiettiva. Nel seguito perd egli utilizza
soltanto le trasformazioni infinitesimalé del riferimento e quindi
delle of. TS avbitravieta del riferimento pud utilizzarsi per la co-
struzione di un riferimento naturale, intrinsecamente determinato,
dalla connessione proiettiva e da un riferimento curvilineo per la
varietit. sui singoli spazi proiettivi associati ai punti di questa:
come gid nel lavoro del 1924 il CARTAN aveva osservato.

1A, viene quindi a introdurre, con espressive costruzioni geo-
metriche, ¢ a studiave le nozioni di curvatura e lorsione, per le
quali si differenziano gli spazi a connessione proiettiva da quelli
proiettivi ordinari; assai chiaramente pone in luce come si col-
teghi il fatto dell’ esistenza di coordinate locali « geodetiche » con
Ia possibilith di una applicazione del 2° ordine fra gli intorni di
un punto in uno spazio a connessione proiettiva e di un punto
in uno spazio proiettivo ordinario, nel caso in cui vi & torsione;
di una applicazione del 3° ordine, se il primo spazio & senza tor-
sione. L’ applicazione del 4° ordine (come I A. accenna a p. 193),
almeno se n > 2, pud aversi soltanto se lo spazio a connessione
proiettiva si riduce in realtd esso stesso a uno spazio proicttivo.

Per uno studio pin approfondito delle nozioni di curvatura e
torsione 1’ A. svolge poi (Cap. III) una sorta di calcolo tensoriule
per gli spazi a connessione proiettiva da lui introdotto in lavori
recenti ('). La concezione di lemsore cui I’ A. si attiene ¢ (ualche
cosa di assai pit generale della veduta ordinariamente adottata:
per VA, & un tensore uwn sistema multiplo a un qualinqgiee nwinero
di componenti che, per effetto di una trasforinazione sui viferimenti
{(che ne lasci fermi i punti 4,. cio® le origini) hawio wna legge di
trasformazione lineare: sotto la sola condizione che tali trasforma-
zioni lineari formino un gruppo, isomorfo «l gruppo di trasforma-
zioni subite dai viferimenti. In particolare U AL considera i vettori
(affini) controvarianti e covarvianti ad % componenti, ¢ i « vettori
analitici », eontrovarvianti ¢ covarianti, ad 2 +1 componenti (che

sono secondo 1'usuale terminologia reftori proieftiviyc ¢ ne div in-

() B. Cawran, Le calenl tensoriel projectif. « Matematiceskii Shornik »,
Mosea, 1935, t. 42, pp. 2321-143: Lextension du calenl tensoriel wir géo-
wmotries won-aflines, « Annals of Mathem. >, 380 1937, pp. 1-13
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terpretazioni geometriche. Da poi una sorta di « derivazione cova-
riante », legata a una mnozione di « traslazione » di cui forse ¢
desiderabile veder meglio chiarita Iintima, ragion d’ essere, in una
teoria proiettiva. Quella derivazione da, applicata a un tensore (),
non gia un nuovo tensore, ma un sistema che insieme al tensore
primitivo, cui I’ operazione & applicata, costituisce un tensore (ten-
sore prolungato del primitivo). A tale nuovo tensore la deriva-
zione covariante & ancora applicabile, ecc.. Le relazioni- fra il
procedimento di derivazione del CARTAN e le «derivazioni proiet-
tive» variamente introdotte da molti ricercatori (}) possono pre-
sentare interesse: il ragguaglio non & stato fatto.

I’ A. applica il suo calcolo tensoriale a varie ricerche concer-
nenti le proprietd ntrinseche di uno spazio a connessione proiet-
tiva: particolarmente egli mostra come un tale spazio sia Wntrin-
secamente determinato dalla conoscenza dei valori numerici delle
componenti, in un punto O, del tensoré di curvalura e torsione e
delle sue derivate covarianti successive, relativamente a un riferi-
mento d’ origine O.

Nel Cap. IV I’ A. viene a dare, col loro significato geometrico.
le relazioni differenziali necessarie che legano le componenti del
tensore di curvatura e torsione: identita di BIANCHI generalizzate ;
per questo fa ricorso, oltreché al calcolo tensoriale sopra accen-
nato, anche al « calcolo differenziale esteriore », strumento di molte
sue ricerche: del quale egli"qui richiama alcune nozioni e teoremi.

Presenta poi, nel Cap. V, sotto 1’aspetto di una geometrizza-
zione di certe equazioni o sistemi differenziali del 2° ordine, la
nozione a lui dovuta di connessione proiettiva normale (}). Di qui
naturalmente egli & condotto a parlare del problema della rappre-
sentazione geodetica piana delle superficie, risolto, come & ben noto,
dal nostro BELTrRAMI: ma che ora mnella teoria delle connessioni
proiettive trova il suo ambiente naturale. Ecco 1’aspetto che acquista
il teorema di BeErrraMI: Una superficie & rappresentabile geodeti-
camente sul piano se si annulla la curvatura della connessione

(!) Nel libro I’applicazione & limitata a casi particolari; la generalizza-
zione accennata nel primo dei due lavori poco sopra citati (a p. 143) per
un crrorc di stampa non & ben chiara.

(*) Su queste potra consultarsi, anche per la bibliografia, la citata Me-
moria di BorrorLorTi-HrLavaTy (1936). '

(®) A una geometrizzazione dell’equazione v = A4 -+ Bv' - Cv'? + Duv"
& giunto, seguendo un assai diverso orientamento, il BoMPrant nel 1926 :
ved. anche per le citazioni di precedenti lavori la Nota a pp. 154-159 del
vol. IX, 1930 di questo « Bollettino ».
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proiettiva normale determinala dalle sue geodetiche: il che equi-
vale a dire appunto che & costante la curvatura totale (metrica)
della superficie.

Particolare carattere di novitd presentano gli ultimi due Capi-
toli della IT Parte. Nel VI I’ A. da un’assai notevole applicazione
della teoria generale, studiando i primi elementi di geometria diffe-
renziale di una superficie immersa in uno spazio « connessione
proiettiva a tre dimensioni: fra I'altro dando estensioni delle asin-
totiche, dei sistemi coniugati (in relazione ai quali egli trova le
condizioni perche¢ nello spazio su ogni superficie la proiettivita
delle direzioni coningate sia una involuzione); delle superficie to-
talmente geodetiche, delle tangenti di DarBoux. Nel Cap. VII,
passando dallo studio differenziale a considerazioni al finito, I’A.
introduce il « gruppo d’olonomia » di uno spazio a connessione
proiettiva: gruppo delle trasformazioni omografiche di uno qua-
lunque degli spazi proiettivi associati in s&, determinate dallo
sviluppo dei cicli finiti uscenti dal punto che si considera. Estesa
la rappresentazione analitica delle connessioni proiettive con P’ in-
troduzione di riferimenti che non hanno necessariamente, sullo
spazio proiettivo associato al punto generico, questo come uno dei
punti fondamentali, I’ A. dimostra che & sempre possibile fare dei
riferimenti associati ai singoli punti di uno spazio a connessione
proiettiva una tale scelta, che il passaggio da un riferimento a un
altro infinitamente vicino sé faccia con una omografia del gruppo
di olonomia. Questo teorema serve di base per trattare il problema
di costruire uno spazio a conwnessione proiettiva che abbia un gruppo
di olonomia prefissato. In particolare I’ A. ritrova, a partire da certi
gruppi di olonomia che hanno invariante un piéanro o una quadrica,
quali casi particolari delle connessioni proiettive le connessioni
affini, le connessioni di Weyl e riemanniane, e anche una sorta
di connessione non-euclidea ('). Infine I’ A. tratta a fondo un pro-
blema particolare: la determinazione dei gruppi di olonomia delle
connessioni proiettive normali a due dimensioni.

Un Indice Bibliografico, limitato alle opere pil significative.
conclude 1 interessante volume. ENEA BorTornoMI

N
~

() Ved. pp. 293-294; cfr. BorToLorTI-HLAVATY, loc. cit., e i lavori di
VEBLEN, di SCHOUTEN, VAN DANTZIG ¢ miei ivi menzionati.



