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144 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Sulla somma di alecune serie.

Nota di LeTTERIO ToscaNo (a Messina).

Sunto. - L’ Autore introduce una nuova classe di polinomi e con esst esprime
certi operatori differenziali e la somma di alcunz serie.

1. In due miei precedenti lavori (*) mi sono occupato fra alfro
della somma delle serie integro-geometriche, ciod delle serie della
forma ’ ,

P0) + p(1) -2+ p2) s x® +... + p(n) + 2 + ...
con |x|<<1 e p(r) polinomio di grado r.
Ho trovato ’
§=r

n=—00 1
Z p(n) = m Z M,‘,x”—*
. =0

n=0

(") L. Toscaxo, Sulla somma di alcune serie numeriche (<« The Tohoku
Mathematical Journal », vol. 38, 1933); Una trasformazione di Pincherle e
somma di aleune serie numeriche (« Anais da Faculdade de Ciéncias do
Porto », tomo XXII).
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con ‘ .
3 s+1 . r\
M= (3) B = (55 ) B (e () g
e (s=0, 1,.., 7
e - an T vy = Avp(0);

“ed in particolare, nel caso p(n)=n’,

N==00 s=r

Z naxh = h.————fm 2 A, s,
8=1

- dove i coefficienti 4,; risultano definiti dalle posizioni
A4,=1, 4, =1 '
rs == 8Ar1,s +(r —8-+1)Ay 1,51.

In altro mio lavoro (*) ho fatto inoltre vedere che questi coef-
ficienti, oltre che per la somma delle precedenti serie, si prestano
con successo per il calcolo dei numeri di BERNOULEI e dei coeffi-
cienti dello sviluppo in serie di tgx; e qui infine mi propongo di
~ mostrare come intervengono pure in un certo sviluppo della iterata
di &D (con D simbolo di derivazione rispetto a x), come si possono
pure generalizzare per lo sviluppo di a—"“"P(x"D)", (Da*)yrx—""—",
=Y D), (a* Dy e~V e in conseguenza come: tali coefficienti
semplici e generalizzati sono legati al calcolo di particelari serie, °
dal cui confronto ne trarrd conseguenze per gli operatori con-
siderati. ‘ ~

2. I numeri A, 8i possono generahzzare in vari modi e qui li

generalizzo con i polinomi A% , BY (» intero qualsmsu) definiti

dalle posizioni ) , ) -

AL = (— 1w — 1) — 120 — 1) — 1]... [(* — L) — 1) — 1]
(1) |Ar = [ — 1) + 1]]2(u — 1) + 1] [ — D — 1) + 1]
8 = — Du— s+ A%, g — [(r — 1o — 1) — s]A% 4
rs_.O per s<1 e s>r - '
‘“L[u—1)+ 120 — 1) + 1] [(r — 1) — 1) + 1]
@ BIY = (= 1) ™Hr — 1)t (u — 1y :
B = (r=1)— u+2)-s+1]B(l1 s—1+[(r — 1) —1) +s]B,._1 s

ﬁ»“)—() per s<<1 e s>

(Y} L. ToscaNo, Sui coefficienti giella: tangente e sut numers di Bernoulls
(« Boll. Unione Matem. Italiama >, anno*XV, 1936).
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Per u =1 tali polmoml si rlducono al numeri Sampllcl

1 -
Ai’s —Ars, Brs = Ar—!,a, :

e per w—2 assumono i valori notevoli

5 =0 <7
A(r?<=r! per 8<.= Y
ii’=;1)s+'(r‘—1)!(§). S
(u) . :

" Con tali polinomi A'rs, ¢ possibile assegnare nuovi e notevoli
sviluppi per gli operaton .)c"“‘—”(a:"D) (Da"yra—r—n, x—"““’(Dx")
(qu) x—’(u_l)

Infatti valgono le relazioni (})

s=r
3) . rlg-r (u—x)(qu), — Z A( )x: =1 Progs—1
. s=1
. s$=r
4) r! (Datya—re-1 = Z A(“)m-’“D’ "gr— st
. =1
8=7r

®) r! w—i(“—l)(Dxu): _ Z Br+l, s+1.’l:‘D’x’ —
s=0
s=r

. 6) N ( uD)rx—;(" D 2 Br—H 841" D’
- s_—O

Altrettante se ne possono dedurre per le- formule di permutabilita
(D) D) = (Diad)( D) '
) (@' DY D) = (@ D' DY)
(Diwiyai DY) = (@ D)D),
ed altre ancora per le formule di trasformazione
(Dx*y—rt=b = D=~V D"x)
a7 Dy = (wD*)y" DT =D
x"')‘("r—l)(Dxu)‘r = (D*x) D~V
(x* Dyrop—r®—1 == D=rH—D(x Dy,
Jer #=1e u =2 le relazioni precedenti assumono forma par- '
ticolare notevole.

Pertanto i coefficienti semphc1 Ays e generalizzati A(:;), B inter-
vengono in certi sviluppi di (D), (Dx)’, &= “—V(@“ Dy~ (D)™,

(8}

(') Ometto di proposito la dimostrazione delle relazioni contenute in
questo paragrafo, in quanfo intendo riprenderle con maggiore generahta_
in un prossimo lavoro su gli operatori lineari associati.
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a=" " Da")", (x"Dyx"""V; e nel paragrafo seguente vedremo
come si collegano al calcolo della somma di alcune serie.

" 3. Siano
”'—w

Z a,x", co(.'z;\— Z k, ac"

n=0 .
due funzioni analitiche a raggio di convergenza diverso da zero:
vale la trasformazione di PINCHERLE )

[N v_oo

@ Z ak,a" =

n=0 . v=0 )

()

in cui la serie a secondo membro converge se
= __jul
[e—o] <TT—ul’

denotando con « e v i punti singolari di f(x) e o(x).
Per a,=p(wn) si ha

n=00
f_(.)p(n)-k,.x" = 2 0O ).
n= v=0
: AN

E nei casi L
p(n) = nu—11)

pin) =10 + 1)—utl,n)
P) = (n + u—1,7
pn) = (1 — u + 1)—w+1,n

{10)

si ricavano i risultati particolari

N==00 y==1 .
Av(u--1,1)
s = S
n=0 . y= .
n=0o - v=r
AVL(—i1,7)
D+ et = Y ——— e vl
=0 =0 : .
a — o
= = Aval—wt1,7)
”ZO(n + w1k, " = ;)—V—!“—'W?(“)(m)
N=Q0
. T AY(— (—u +1, 7)
3 — s g — B SN

n=0 . y==

(') 8. PINCHERLE, 4 proposito di un recente teovema del sig. Hadamard
{« Rend. R. Acc. delle Scienze di Bologna », 1899); Di alcune operazioni
atte ad aggiungere o togliere singolarita in una funzione analitica (< An-
nali di Matematica », 1900); Leé operazioni distributive e le loro applica-
zioni all analisi (Bologna, 1901). '
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Ma da mie precedenti ricerche (}) si-ha

AvQlu—1, 7}
Z w DY = x—ru—1)(z“D)"

@D = (Da"y —re—1)

R At

c v!
y=0
{12) —r s "
u—1, 7
Z Amv v Dy = g—rte—1( Dy
y=0 ' ;

”ir AY(—u + Dt n)

v!

oDy — (,U“D]rx——r(u-—lj’

y=0

ed allora per le (3), (4), (B), (6) seguono le formule

=0 s=r
Z niv—1, D, = — Z AW gr—etrpy "“w( @)
=0
N=0o g=r ’ /
. Z (n+ 1ji-wt1,nk "= - 'Z A{u)m‘ 'Drar—stlo(a)
n=>0
13) —
Z(” ’“u("_lr)k ””_*ZBH—! s+lx/D X" )
- n=0
%=0C0 . s=r '
2 (n — w4 1)—uth vk o — - Z Br—H sH12 T Drato(x).
n=0
//

Queste nuove formule sono molto piu interessanti delle (11) in
quanto qui I’operatore D & a indice costante.
Infatti nel caso k,=1, {x| << 1, si ha subito

iy iy —f @ —1 - 1 7
2" Daip(r) = x qu_m—-m Di_m—.;:—_l.—
S rlgr—i
= D 1= (1 _ x)’ +1
. e ne seguono i risultati particolari
5 S 40
U, s
20 w11 g o= xy 1 pyrt! 321 Am?
(14) N=00 ' a=r
Z (n + 1)(_“+1,T) = t+l 2 A%)J)‘_
- =0 . - g=1 -

‘ (1) T. Toscano, Operatori linear: e numeri di Stirling generalizzati.
(« Annali di Matematica », serie IV, tomo XIV, 1935-36).
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Nn=00 . 1 s=r
Y (1 )t = I —ay™ > Bl
Y om=0 ’ 8=0
) e
3
Z (#—10 + 1)—wtL, N gh — (L= o+ Bi}fh,sﬁ X,
n=0 s=0

4. Dal confronto delle ultime quattro formule precedenti & pos-
sibile dedurre due relazioni sui polinomi A%’, B‘f;’, e per mezzo di
oo assegnare nuove formule su gli operatori considerati in questa. -
Nota. Infatti:

Dalle prime due formule si deduce facilmente

- —u |2 )
(Lo) Ai, 1Esvi) 1= A%)-

Dalle ultime due risulta
s=r

8oy -

(— | 23 . (u . . .
Z B lz]t,is s +1 Z Bril,sﬁ—lﬂ/"" s—pl{—w+ 1) (1 — m)y-ﬂ
8= -0 8:=—=0 . . .

e da gquesta segue
r + 1)
s /7

{—-} 2y

(1“) : Bp | Lor—sf1 — Bg:ul)rl,s - ( -~ 1)s7'!(it _ 1)’ <

che, insieme alla precedente, per # =1 si riducono alla ben nota
relazione Ay, .sp1= Ay s.
Infine dalle relazioni (3), (4), (5), (6), per le (15) e (16) seguono
le formule importanti \ o
' : ==V (g" D) = a( Do~ +2)rar D
2= Dy * 4 D = D@ D)y x—"D.



