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Un’ applicazione della trasformazione di Fourier
alle funzioni quasi analitiche (¥).

Nota di BAsILIo MaNIA (a Pisa).

Sunto. - Si stabiliscono, per mezzo della trasformmazione di Fourier, delle
condizioni necessarie e sufficienti per la quasi analiticitia delle funzioni
indefinitamenite derivabili sopra i infervallo (— oo, + o), e se ne ricara
un risultato relativo alla chivsura del sistema di funzioni (v sopra
1o stesso intervallo.

1. In una Nota in corso di plibblicazione nei « Rendiconti del-
I'Istituto Lombardo » () ho stabilito delle condizioni mecessarie ¢
sufficienti per la quasi analiticith delle funzioni: indefinitamente
derivabili periodiche: condizioni espresse mediante certe disugua-
glianze che debbono essere soddisfatte dai coefficienti di Err.Ero-
FouriiRr delle funzioni stesse. Qui, abbandonando 1 ipotesi della
periodicith, mi propongo di stabilire delle condizioni necessarie
o sufficienti per la quasi analiticith delle funzioni F(r) indefi-
nitamente derivabili e a guadrato sommabile sopra I intervallo
(— oo, + co)! condizioni che saranno espresse per mezzo della
trasformata di FoURIER

.1
f{t) = Vé_'_; [F(w)e—i”'dx

della funzione F(x) considerata.

A tal fine nei due numeri successivi dimostro due teoremi- da
cui nel n.° 4 sono dedotte le condizioni per la quasi analiticita
delle funzioni F(x): dai teoremi stessi si pud ricavare un risul-
tato relativo alla chiusura del sistema di funzioni |{#"! sopra I’in-
tervallo (—oc, 4-00), e cid & indicato nel n.° 5. Infine nel n.° 6 &
indicata una condizione necessaria e sufficiente per la quasi ana-
liticith (i una particolare classe di funzioni indefinitamente -deri-
vabili sopra Uintervallo (— oo, +-oo).

¥) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale
Superiore di Visa. ‘

'y Condizioni peq la quasi analiticita delle funzioni periodiche. Vedi
anche: b Ly VALLeg PoussiN, On the approximation of functions of a real
variable and on gquasi analytic functions. « The Rice Institute Pamphlet »,
Vol. XTI 11925): 8. MaxpviLsrosr, Séries de Fourier el classes quasi ana-
lytiques de fouctions. Parvis. Gaathier-Villars (1935).
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2. TeorEMA I. — Sia Y(t) unae funzione monotona won decre-
scente sopra Uintervallo (0, +- oc), assolutamente continua sopra

ogni parte finita di esso; detta w(t) la massima minorante non de-
crescente di tV(t), Uintegrale '

| ot
) 9 at
i
diverga ; allora se f(t) & una qualunque funzione misurabile sopra
Uintervallo {(— oo, + o0) per la quale sia sempre
[ty < de—0)
con A costante, ed esistano finiti gli integrali
/If(t)t" | dt, (n=0,1,2,..),

—00

() == K/}L’:"f ff(t)ei@‘t(lt

& quasi analitica sull’ intervallo (— oo, -+ o<).

E lim off)= lim #¥()== + oo, ¢ quindi da un certo valore i,
t —> 00 t s 400

la funzion~

d
in poi & Y{f) > a log #. Ne viene che & sempre ¥(f)>> ¢+ logt,
4t
e 2 < ¢ 17 con ¢ e ¢, costanti, e I’ integrale
30_ 4(1t))

/ e 2

o

—00

esiste finito.

' Premesso questo e osservato che

F(n) _ff(f f”ewtdt
si ha
() ¥ A [ 7
|F (w)JS flf(tt'ldt<—— e—Uithrdt <
Ve
R _ ) w)

2 1

V2= ¢ di- oggfwe : e

-0
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- W) ,
Il massimo qui scritto esiste percheé la derivata di e 2 #* ha
lo stesso segno di
2n — (1)

e quindi & negativa o nulla quanto 2n — o{f)<<0. Percid, detta 4(n)
la funzione inversa di (), il massimo sopra indicato sari ottenuto
per.un valore di £<C¢(2n). Ne segue '

| F(a)| < Bloi2n)

con B costante opportuna, e, per il teorema fondamentale di
DENJOY-CARLEMAN la quasi analiticita di F(x) sard dimostrata .
quando sia provato che 1’integrale

o0 .
[ dn
/ o(2n)’
_ 1
o, cid che & lo stesso, che 1"integrale

[an
J e(n)
1

diverge. Ma cid & una conseguenza del fatto che diverge 1’ integrale

ult)
|5 at.
1 «
OSSERVAZIONE 1. — La condizione relativa a Y(t) & soddisfatta
se & tY'(t) > ad(t) con « > 0 e se Uintegrale
Ut
(2) %2) dt

1
diverge (?).
Infatti in questo caso w(f) ~> a(f)

OssSERVAZIONE II. — La condizione relativa a (t) & anche soddi-
sfatta se t)'(t) & monotona non decrescente e se I’ integrale (1) dwerge
In questo caso & wftj= t{/( e dalla uguaglianza

t . i
t ’ "
%(;)dtzigl——ig—) / (t)dt O<t <t <+ 00),
124

segue la divergenza dell’integrale (1). -

() Vedi 8. TAKENAKA, On a class of quasi analytic functions and the

closicre of [t} on (— o, + o). .« Proc. phys.-math. Soc. Japan », Vol. 17
{19:35), pp. 219-:23,
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3. TrorEMA II. — Sia (t) una funzione monotona mon decre-
scente sopra Tintervallo (0, + oo), assolutamente continua in ogni
parte limitata di esso; sia lim tY'(t) = + oo e I integrale

: t —s 00

‘P(t) at

~

i

converga ; allora esiste una funzione f(t) continua sopra . U intervallo
(— 00, +090), per la quale & sempre

[f(t)] < Ade—ttn,

con A costante, gli integrali

fl f6er|dt, n=0,1,2...),
esistono finiti, e la funzione
Fla) = -—1: [ o;(t;eiwt dt
Ver y ’

indefinitamente derivabile su tutio I asse reale, non é quasi analitica.
Posto Y(#) = d(ef), I’ integrare

w—
$?)
o di
converge e quindi converge anche ! integrale
‘ (-]
dn
()
dove o(n) & la funzione inversa di Y(f). Allora dal teorema fonda-
mentale di DENJOY e CARLEMAN e da un’osservazione di D La
VaLLEE PoUssIN segue che esiste una funzione G(x) 1ndef1mta-

mente derivabile sopra 1’intervallo (0, 1), ivi non identicamente
-nulla, e tale che

ERO) =0, GPH=0, |GV)|< o)

per n=0, 1, 2,.... Posto F(x)=G(x) in (0, 1) ¢ F(x)=0 per gli altri
valori reali di «, consideriamo la trasformata di FoURIER di F(x)

)= —_\715—_; fF(x)effﬂdx.
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Si ha

n 1 o(n)
lf(t)l_\/z {tl”[iF( )(x)]dx< (|t[)

con n intero positivo arbltrarlo Se prendiamo in questa dlsugua-
glianza, » uguale all’intero posﬂ;wo per cui

‘P(”)S% <s3(m+1)

cioé
it
ngq,(i—e')<n+1
si ha .

1t
I
if(lf)l_V e-e (e)er—wn
con A costante.

Che gli integrali

ﬁ fitye | dt

esistano finiti segue dalle disuguaglianze

= e ) R
f [fy |dt < A j e—dithtndt < A / 2 dt- max e "
0<<t< t-o0 ’

Infine & chiaro che F(x) non pud essere quasi analitica perché
non & identicamente nulla e per =0 si a,nnulla, insieme con
tutte le sue derivate.

Di qua, e poiche per la formula di inversione di FoUuRriEx si ha

Flax)= dt f F(y)e't(w—y)dy = f f(t)eixtdt,
il teorema & dimostrato.
OsSERVAZIONE. — Il leorema precedenie resta vero anche se U(t)

¢ limitata oppure se & limitata ty'(t).
In entrambi questi casi si pud determinare una funzmne -

V,(¢) > Y(#) soddisfacente tutte le condizioni del teorema, e di qua
. segue I’ asserto.

4. Una conseguenza immediata del teorema I & il teorema se-
guente.

TroreMA III. — Se Ut) soddisfa le condizioni del teorema I;
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se F(x) ¢ una funzione mdeﬁmtamente derivabile sopra Uintervallo
(— o0, +00) ¢ i a quadrato sommabzle, se la trasformata di
Fourikr della F(x) : ’

€ tale che sia sempre
v |f(t)] < Ae~4t)
e gli integrali :

f [ f(t)t"]dt S n=0,1,2.)

esistano ﬁmt;, allora F(x) & quasi anahtzca
Infatti, per la formula di inversione di FOURIER, che vale ‘es-
sendo F(x) a quadrato sommabile sopra. P intervallo (— oo, + o9) {¥),
si ha : )

1 £
Flo)= 5 j f(t?e'wtdt,

< allora basta applicare il teorema I.
Dal teorema II si deduce invece il teorema seguente.
TeorEMA IV. — Se (t) soddisfa le condizioni del feorema IT;
esiste una funzione F(X) indefinitamente derivabile sopra T inter-
vallo (— oo, + 00) e ivi a quadrato sommabile, non quasi analitica,
identicamente nulla fuori di uwn intervallo finito, la: cm tmsfor-
mata di Foumer

oo

f&)y= \/ F (w)e“‘”‘dw

soddzsfa la disugnaglianza
|F(#)] < Ae—with
con A costante, ed & tale che gli integrali

f | Ft)tn | at, r=0,1,2..)
esistano finiti. - ' ' ’

5. Una ulteriore -conseguenza dei teoremi I e II & il teorema
seguente. :

© Vedi F. Riesz, Sur la formule d’inpersion de Fourier. « Acta Sieged »,
Vol. 3 (1927), pp. 235-241.
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TeoreMA V. — Se Ut) ed f(t) soddisfano le condizioni del teo-
rema I e se &, inoltre, ’ A :

8

[riteat =, =0, 1,2,..).

& f(t) =0, ovunque esclusi al pitv i punti di un insiene di ,gmsuul
nulla.

Se Y(t) soddisfa le condizions del teorema I1, esiste una funzione f(t)
continua nell’ intervallo (— oo, + oc), tale che sia sempre
1f(#)| < de—utith
con A costanle, esistano finiti gli integrali

[f f(&e* | dt,  (n=0,1,2,.,
sia ‘
/f(t)t"dt =0, =0, 1. 2,...)

\ -

e non sia quasi dappertutto f{t) = 0 (4).
Infatti, nelle ipotesi della prima parte dell’ enunciato

no

1 Iad
Flx)= = feixt it
=5 / f(tjei=td
& quasi analitica, ed &
Fm) = HMJ f@rdt =0, (n=0,1,2,..).

XNe viene F(x)=0.
D’altronde fif) & a quadrato integrabile sopra 1 intervalio
(— o, + o0); e quindi

)= /dw gty == f Flajetds =0,

intendendo che questa disuguaglianza vale quam dappertutto sul-
I"asse reale.

Nelle ipotesi della seconda parte dell’ enunciato, basta pren-
dere come. funzione f{f) quella considerata nella dimostrazione del
teorema I

11y L prima parte di questo teorema, nelle ipotesi dell’ Osservazione 1
al Teorema I, si trova in S TAKENAKA, loc. eit..
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- 6. Ricordiamo che una classe di funzioni indefinitantente deri-
vabili sopra un dato intervallo si dice quasi analitica quando non_ -
,esmtono due funzioni distinte della classe, F(x), '
in un punto x si abbia

o F"@) = F,™(@), (=0, 1, % ..

Cid posto, per le funzioni indefinitamente derivabili sopra l’in-
tervallo (— oo, 4 oo) si ha il teorema seguente.

TEOREMA VI — Se ¢(n) & una funzione wmonotona -non decre-
scente per n >0; se C, & la classe delle fzmzwm F(x) indefinita-
mente derivabili sopra Uintervallo (— oo, + oo) per ciascuna delle
quali esiste una costante k tale che sia

F,(x), per le quali

f| Fx) | de < k,r f| Fo@) | de < (ke(n))?, (n=1,2,..);

condizione necessaria e sufficiente alﬁnché Co sia quasi analitica &
che U integrale

“dn
B - [o
n
: J _)
diverga.
Supposto che la classe C, non sia quasu analitica, esiste una

funzione F(x) della classe per la quale in un punto x si ha
' F(x) =0, (1=0,1,2,..),

senza che F(x) sia identicamente nulla, e possiamo supporre che
in nessun intorno a destra di « F(x) sia identicamente nulla. Con-

siderata nell’intervallo (x, x -+ 1) la funzione

Glx) : f F(x)dx

si ha ) :
|Gl <k, |[G™(x)] <(ke(n)", (rn=0,1,2.),

e G(x) evidentemente non & quasi analitica. Dal teorema fonda-
mentale di DENJOY e CARLEMAN segue perclb che 1 integrale (3)
converge.

Viceversa se I’integrale (3) converge, esiste, per il teorema ora
citato, una funzione non identicamente nulla f(x), lndeﬁnltamente
derivabile sopra 1’intervallo (0, 1), tale che

f™(0) = fm(1) = 0, . n=0,1,2.),
)| <k, )] < (3(n)" (m=1,2,..),
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con k costante. Posto F(x)=— f(x} nell’intervallo (0, 1) ed F(x)=0
per gli altri valori di x, F(x) appartiene alla classe C,, e questa’
non pud essere quasi analitica.

Con lo stesso ragionamento e applicando la disuguaglianza di
ScEWARZ si dimostra il

TeorEMA VIL. — Se 9(n) & una funzione monolona non. decre-
scente per n > 0; se C,*® ¢ la classe delle funzioni F(x) indefinita-
mente derivabili sopra Iintervallo (— oo, -+ o0), per ciascuna delle
quali esiste una costante k tale che sia

o0

JiF@pae <, [1Fow

—_

e < (ko(n)®™, (n=1,2,..),
‘condizione necessaria e sufficiente affinché C,® sia quasi analilica

e che lintegrale
fin
Jn
1

converga (%).

(®) Vedi PALEY and WIENER, Nofes on the theory and applications of
Fourier transforms; I-11, « Trans. of the Ann. Math. Soc.», Vol. 35 (1933),
pp. 348-365. : :



