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PICCOLE NOTE ’ 7 7

Sul criterio di integrabilita delle forme differenziali
di qualsivoglia grado (*).

Nota di Mauro PicoxNe (a Roma).

Sunto. - Si osserva un criterio, necessario e sufficiente, di integrabilita,
in un dato campo, di una forma differenziale di qualsivoglia grado,
indipendentemente dalla derivabilita parziale dei coefficienti della forma
e dall’ ordine di connessione del campo.

Sia A un campo (un insieme aperto) dello spazio S, a r dimen-
sioni, del quale diremo «,, Xy, ..., &, le coordinate di punfo. Sup-
posto A connesso, cioé tale che due qualsivogliano punti di esso
possano sempre considerarsi come terminali di una poligonale tutta.
contenuta in A4, & noto che, assegnate n funzioni

»fl) f2)"‘7 fn’ ’

continue in ogni punto di A4, condizione necessaria e sufficiente
affinch® esista una funzione F, differenziabile in ogni punto di 4,
per la quale si abbia

dF — fldx, + f,doc, . f,,dx

& che, per ogni poligonale II semplice e chiusa contenuta in A4,
riesca

[(f,dac, + foda, + ... +f,dx,) = 0.
o

Tale condizicne di integrabilith della forma differenziale li-
neare = f,dx, & dunque affatto indipendente dalla derivabilith
delle f, e dall’ordine di connessione del campo A. In questa pic-
cola nota mi propongo di osservare il seguente teorema che for-

(*) Lavoro eseguito nell’ Istitufo per le Applu:aawm del Calcolo del
Consiglio Nazionale delle Ricerche.
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nisce un analogo criterio per I'integrabilitiv detle forme diffepren.
ziali di gualsivoglia grado:
I wwmeri 4nteri h,, h,,.., he. positivi o nwlli, abbiano pey

r+n— 1

somnia 0, e siano assegnate le ( n ) frnziond :

AN
fh‘hg h,-(x| s Lgyain x;-)v

(h, 4+ hy+ o+ b =n: by, hyooooy 1, =0, 1,...0 n),

continue in ogni punto di A. Condizione necessaria e sufficiente
affinche esista una funzione ¥. dotata, iuw ogni punto di A, delle
derivate parziali, fino « quelle incluse d ordine n, finite e continue,
per la quale si abbia
[ !
— SRS S s el be L dae e
a ¢ = 2 i g Ty daeJrda e da ey
hyhs ..y ! - !
Byt hotohpmip
¢ che, per ogni poligonale 11 semplice e chiusa, contenuta in A,
. ‘ . r+n—1 ,
riescano verificate le 1 eguaglianze :

0, n—p (% . p) 1

8, ! S, 'Tﬂﬁ" fhl'* 81y ot Sy, By -8y d(a”‘ls1 5% ene wr-?r) = Oa
[ .

@)
8185... 8y
o/ S1+Spt . A-Syp=H—p
11

(p=0,1,..,m—1; bi+hy+..vh,=p: hy, hy,..,h,=0,1,.., p).

Poiché il teorema & vero quando il grado della forma diffe-
renziale & uno, esso sard dimostrato se faremo vedere che, suppo-
stolo vero per ogmni grado <{m, della forma, lo & pure per il
grado n + 1. Sia dunque, in tale ipotesi, da integrare in 4 I’equa-
zione differenziale

0,n4-1

: (n+1)!

(3) d""F = Z kjfkf—% fives o tey A, 71 ey . o, For.
ke oy LRy k!

ky+ Jeg b eue-Kp=n41

Posto, per ciascuna r7le qi indici h,, hy,.., h,, positivi o nulli,
di somma #,

oK
4) T e T = Chilteein s
1 6902 -...aw,_ ? , e by
si trae (1\a11a (3)
- P AN
5) dominy by == fintt, koo, 4+ iy g4 1, onn, 182 oot fiy g, oo, 1y 102,

¢ condizione necessaria e sufficiente perché cid possa aversi @
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che, per ogni poligonale I, semplice e chiusa, contenuta in A,

. r+n—1 .
sussistano le " eguaglianze :

(6) [(fhl (1, R,y 0O, [y By b1,y s [y, g, o, 1 die,) = 0,
i ;
(hy+hy+.co+h.=mn; hy, hy,..., h, =0, 1,..., n).
Soddisfatte tali condizioni la (3) pOtI‘d integrarsi se e solo se
potra integrarsi la seguente
0,n
n!
anF—= h 'h ] ..h ! 2 2 (l.ﬁL‘ hl dac,h" aos d,l-rh'r,
by by
ciod, se e solo se, per ogni poligonale II, riescono verificate le

Iy —
S 1) eguaglianze

n—1
0, n—p
(n—p)!
m Chy+81, hot-83,000, Rpt5ye d(‘)"lsl wz‘” e wr&) - 07
8182... 8 ’

814894 et 8p=N—D
(p=0,1,..,n—1; hy+hy+..+h,—=p; hy, by, B, =0,1,..., p).
Ma un’integrazione per parti fornisce '
l/‘?hl+81,hz*82w-yhr 4 3rd(mls' w282. Sr)— —[xlsl XgB2un ’?dCDhl 181, ha+ 8y 0iy Byt
1 i}
e pertanto, condizione necessaria e sufficiente affinthé I’equazione
differenziale (3) sia integrabile & che, per ogni poligonale II, siano

verificate le
r+n\ [(r+n—1 r+n—-1)
n o/ ( .on T\ on—1
eguaglianze che si ottengono aggregando alle (6) le seguenti

"’ _(n—p)!
7) T
@ 8ls,l..8.1™"
8182... 31 .

8 (l'zsz vos w,.s'r (fhl 1 8141, ho+ 825 c00s Ryt 8y dwl -+

11} E
= [ 4s, Bt g+ 1y, byt 5, By +

(p:Oa 1., n—1; hl+h2+“‘+hr:p; Byy Byyoees h,.:O, 1, wes P)-

oo =t fh14 81, ho-t 8250009 hyt-8p41 dwr) = O’

In tali ultime eguaglianze figurano i coefficienti

(8) ' fhl+ 615 B2+ G, e, b0y
con ¢, Gy + .. +0,=n—p—+1. Ora, se 6,1, 55210, 0,21, Ia
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somma dei fattori del comune coefficiente (8), nella (7), & data da

23 I3 o—1 G1 3 go—1
Xy X, T T XLy e @, g
(n-p)!( T Lﬁ‘ X, +——' r' ~-g—T"daf)2+...+
gl ! (o,—1) olas! (6,—1)! :
G1 — N —1
x5t @ % 1 (n —P+1)!d O, 02 . O,
R R {z B EY ey ) p+151c,1...0,! ()%, %2 . 2 %7),
Wees, ! »—1) —1 o loytae, !

se 5, =0, 0,2 1,..., 0, > 1, la stessa somma & data da

—1 g2
2,72, 2, Xy, Or—1 2,01
(n — p)! ( drg~+ o4 ———22 —— T dp | =
o1 (o, —1)! s lua, 1 (5,—1)!

I m—p+1!
= —p+1 alisl (o, ... 2,%),

ecc., © pertanto 1’ eguaglianza (7), moltiplicandone ambo i membri
per # — p -+ 1, si scrive anche: :
0, n—p+1 (n _p+1

G1,, G Gy
g, 1ol 0, it o, b 4 g, Byt o, (27 2,7 2, 7r) =0,

O102 .+ O
h 51+0g b etop=n—pi1

Si ha dunque, come condizione necessaria e sufficiente per I’ inte-
grabilita dell’ equazione differenziale (3), che, per ogni poligonale I1,

. r+n .
devono essere verificate le “n eguaglianze :

~
0, n4-1—,
’ p(%+1_p)! d 8. S 8'—0
S——‘S '——8 'fhlnsl,h;,»«s?,...,h,.-f-s,. (wl Xy " uee a’:?.’)— s
10 Sgteee 80
819034, 8y
I

(p=0,1,..,m; hy+hy+..+h,=p; h,, hy,..., h,=0, 1,..., p),
. c¢id che dimostra il teorema. .
B altresi facile stabilire che per I’integrabilita della (1) occorre
e basta che le eguaglianze (2) siano verificate soltanto per quelle
particolari poligonali I, semplici chiuse e contenute in A4, per le
quali ciascun lato & parallelo ad uno degli assi coordinati. Ci limi-
teremo ora a considerare tali poligomnali, che diremo rettangolari,
e Vintegrazione delle equazioni differenziali, in due variabili indi-
pendenti x e y,

(9) - A F= Z( >fh(af y)dzdy ="

Per ogni poligonale rettangolare TI, semplice e chiusa, conte-
nuta in A4, denoteremo con 4,I1 il campo dei punti interni a Il e con

]‘G(fda: -+ gdy),

it
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Vintegrale della forma differenziale lineare fdx + gdy, esteso a II,
nel verso positivo che a questa compete come frontiera di 4,1k Se
le f, sono in A4 dotate delle derivate parziali del prim’ordine, &,
notoriamente, condizione necessaria per I integrabilita della (9)
che si verifichino in 4, identicamente, le eguaglianze :

of _ i

= (h=0,1,.., n— 1),

(10)
le quali possono anche dedursi dalle '[cfr. la_(6)]

3 [ e+ fady) =0,
i . .
applicate al contorno Il di un quadrato, contenuto in 4, di lato p
infinitesimo. Ebbene, si pud facilmente dimostrare che:
Verificandosi le identita, (10), comunque si assuma in A, una
poligonale rettomgolare 11, semplice e chiusa, si ha :

[ () st gz =0,

(Q—ly 2,.,n; h=0,1,.., 'n/—Q))
se Aill & contenuto in A ; comunque si assumano in A due sistems
(a1, m,,.., ) e (I, I, ..., I',) di poligonali rettangolari, a due
a due, quelle di uno stesso sistema, prive di punti interni comuni,
si ha: '

33t plasy) :gi [ ‘; (9) sk witar),
1L’ .

k=1 900

se, detta FA la frontiera di A, riesce
(A0, + AT, .+ AL). FA=(AN, + AT, +..+ A1),). FA.

Cid posto, verificandosi le identitd (10), ha senso la definizione
seguente: Per ogni parte FiA della frontiera F'4 di A, per la quale-
esista un sistema (I1,, 11,,..., 1,) di poligonali rettangolari semplici
e chiuse, contenute in A a due a due prive di punti interni co-
muni, tali che si abbia
(A1, + AT, + ... + 40,). FA = FA,
sl pone '

f ) ke iy 2 2( ) ks, gty
=0 !
ks
Ogm tale parte F;4 di FA si dird, una parte inlerna e staccata

di FA. Non & escluso, ovviamente, che F.4 possa ridursi ad un
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punto. Come corollario del dato criterio di integrabilith- della (9)
- si oftiene, cid posto, facilmente il teorema: :
Supposte verificate in A le identita (10), condizione necessaria e
. sufficiente a/ﬁnché Uequazione (9) sia integrabile in A & che per
ogni parte FiA mte:r'na e staccata di FA, siano vemﬁcate le —(IL;—A

equaglianze :

/. fh+s x, Y)d(z?y) =0,
=0

(q:1,2...,n' h=0,1,...0—q). -

Siano F/4, F/’A,..., F/WA, u determinate parti interne e stac.
cate di FA, e si abbia che: 1°) ciascuna di queste parti & un con-
tinuo; 2°) ogni altra parte interna e staccata di FA consiste nella
somma di alcune delle w indicate parti; si ha allora che:

Supposte verificate in A le identita (10), condizione necessaria e
sufficiente affinche la (9) sia iniegrabile in A & che sussistano le

n(n + 1)
"7

eguaglianze :

r=12..,u; g=1,2,..,n; h=0,1,..., v —q).



