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72 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Sull’equazione della membrana vibrante per un campeo
rettangolare (*). )

Nota di ErNEsTo PizzETTI (a Pisa).

Sunto. - Nel caso particolare di un rettangolo, sono dimostrati sotto ipotesi
meno restrittive-e con un metodo diverso ¢ teoremi dati dall’ HAMMER-
STEIN relativamente alla convergenza delle serie di soluzioni particolari
dell’ equazione della. membrana vibrante.

1. In una memoria del 1928 (‘). HAMMERSTEIN ha dimostrato,
relativamente alle serie di soluzioni particolari dell’ equazione
della membrana vibrante, i due seguenti teoremi fondamentali:

a) Nel campo B (ove con B indichiamo il campo ricoperto
dalla membrana)-siano. v, e 2, le autofunzioni e gli autovalori
dell’ equazione differenziale

(n Av + V=0
soddisfacenti alla condizione omogenea al contorno
(2 v=0.
Supponiamo che le costanti a, e b, (n =1, 2, 8,...) siano tali
da assicurarci la convergenza delle due serie;Eo(l)\nean)’ e;g(l)\n"b,,)’.

Sotto tali ipotesi la funzione

o0

b
3) u(x, i, ) = 2 l(a” co8 At + )\—” sen At )v”(w, Y)

= n

(*) Lavoro eéseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale
Superiore di Pisa.

() A. HammerstrIN: Ueber Entwicklungen gegebener Funktionen nach
Eigenfunktionen von Randwertaufgabe, < Mathematische Zeitschrift», Bd. 27,
1928, pagg. 269-311.
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rappresenta, per tutti i valori di ¢, una soluzione dell’equazione
differenziale

: Pulx, ¥, t
) ~(~0’ty—) Aufw, 1, P)

che soddisfa alla condizione al contorno u =0.

b) Siano date nel campo B due funzioni f(x, ) e g(x, y) con
derivate parziali continue fino al sesto ordine incluso; si annul-
lino inoltre al comtorno di B le funzioni f, g, Af, Ag, APf, A®)g.
Allora la serie (3) con

(3) a, = U fev,didn, b,= N g-v,d:dn

Va: B
rappresenta una soluzione della (4), che si annulla al contorno e
per la quale si verificano le relazioni:

suta, y, 0
) ule, , 0)= flzr y), P = g, )

2. In questa nota fard vedere come i teoremi di HAMMERSTEIN,

in,un caso particolare, siano suscettibili di ulteriori perfeziona-
menti; e pilt precisamente dimostrerd tali teoremi sotto ipotesi
meno restrittive di quelle poste dall’ HAMMERSTEIN e con un me-
todo pilt semplice, che sfrutta essenzialmente note disuguaglianze
relative ai coefficienti di EULERO-FoURIER di una funzione di due
variabili.
I caso particolatre che considero & quello di un campo rettan-
golare R di lati a e b, con un vertice nell’ origine delle coordinate,
il lato a sulla direzione positiva dell’asse x, il lato b sulla dire-
zione positiva dell’ asse y.

Ricordiamo anzitutto (') che, quando si considera un tale campo
rettangolare, le autofunzioni dell’equazione (1), soddisfacenti alla
condizione al contorno (2), sono le funzioni

» mrr nr . . P
(7) sen —— sen /by {ove m ed n sono due interi positivi)

e gli autovalori del medesimo problema sono:
m* n?
(8) . )‘mn = ﬂl/? + ?)Tz'

() V.per es. FRANK von Misks: Die Differential und Integral-gleichungen
der Physik und Mechanik, Bd. 11, IX, § 8.
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La serie (3) assume allora la forma:

ML nry
mn t

(9) ulx, y, H)= T s (am,, cos Ayt + I;\”’” sen A sen — —sen -,

m=1 n=1 ma

coi 1, dati dalla (8),

3. 11 1° teorema di HAMMERSTEIN ci da le condizioni alle quali -
devono soddisfare i coefficienti della serie (3'), affinché essa rap-
preseﬁti una soluzione della equazione (4); nel caso particolare in
esame, 8i pud ottenere lo stesso risultato sotto ipotesi notevolmente
piit semplici mediante il seguente

TEOREMA. — Se sono convergenti le serie
. ~o 00
(9) . 2 2 A mn ‘ a’mn 1 H p> 2 )‘mn | bmu [
m=1mn=1 m=2n=1

allora la serie (3') converge ed & una soluzione annullantesi al con-
torno dell’ equazione (4).
Osserviamo anzitutto che gli autovalori definiti dal’a (8) sono
tutti, ad esclusione di un numero finito di essi, maggio‘ri di uno.
Cid premesso, scriviamo le serie che si oftengono calcolando
le derivate prime e seconde rispetto ad « dei termini della serie (3'):

‘ mn b mnx "
(10 5 — (a,,m COS A, + )\"’" sen A,,mt> cos ——% gen oY
a mn b
m?ﬂ’ - bmn mrx ”“'?/
(11) —322—-la,,cosi,,t -+ 32 sen Xl ) sen —— sen —2,
a mn a b

Queste due serie sono rispettivamente maggiorate dalle serie:

o e bl | _ gy 7 mx
(10) Ez—a—(lamnl'f“—m:‘):22'7|amu*+22m]bnml
I min? I b 1! m 3
) = (e ) =2 T a2 |

convergenti a causa della convergenza delle (9) e dell’ espressione 8)

di X,,,.
Le serie (10) e (11) sono allora uniformente convergenti: esi-
stono quindi e sono continue le funzioni o vu e si otte ‘
‘ et R ‘ ngono

derivando lal(3’) termine a termine. Ailalogamente‘{si dimostra

. . ' ®
I’ esistenza e la continuitd delle funzioni aa%;, Z;, Z:;, a—“— Si de-

*u a’u
m; ’ ayg ’

duce poi immediatamente dalle espressioni ricavate per —



-2
Pt . . , . . .
e che la funzione w« definita dalla (3) soddisfa 1 equazione

2
A =— —— e si annulla al contorno.

ot
4. Considerando gii a,,, e b, dati dalle espressioni, analoghe
alle (5):
/ GL

mie 7 J
5 aWHL - (x7 y bell a sen

dxdy.,

00
ab

bon = / gla, y) sen

nTX

nr
sen 7; dxdu,

vogliamo ora determinare le condizioni, alle quali devono soddi-
sfare le funzioni f(xz, y) e glw, y) affinche le serie (9), considerate
nel teorema precedente, couvergano.

A questo scopo premettiamo il seguente:

LemMa. — Se le funzioni f(x, i) e g(x, %), definite nel rettan-
golo R considerato, ammettono derivate parziali continue .del primo
¢ del secondo ordine e si annullano al contorno e se le funziouni
of 7 L
e 55629 sono a variazione doppia finita (') nel campo rettan-
golare R, allora i coefficienti a
alle disuguaglianze

e b, definiti dalle (5') soddisfano

mn e

k
9 ‘ - )
(1-—4) i ! é m‘.’,nz 1 bmn I < "@ rnl
Infatti
b b . a
e 4 i NTX
a/mn —%l—) } /f(w’ y) sen /"1/(',xse bJ dx(h = b/sen WLZ:'! dy/f(x. ?j) sen e dw
00 0 0

(*) Una funzione ¢(x, y) si dice, secondo la terminologia del ToNwiy,
a variazione doppia finita mel quadrato (0, 0:2:x, 2r) se per qualsiasi
suddivisione dell’intervallo (0, 2x) dell’asse « in parti mediante i punti
0=y <2, <..<<x, =2r e per qualsiasi suddivisione dell’intervallo
(0, 2n) dell’asse y mediante i punti 0=y, <y <.. <Y, =2r la somma

r—=01,...m

b | cp(oc,., y.\') - cf"(xw'+17 ys) - cF(x"y ys+l) + Xyt 1 yv\""l) ! s =0, 1, R

resta sempre inferiore ad un numero fisso indipendente dalle suddivisioni
considerate. Tali funzioni sono chiamate da VIrary Lesescur, Du la
VaLrLEg Poussin, funzioni a vaviazione limitata.
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e, ponendo

a mrx
af os — du,
Bac a

abbiamo :

4 mrL nry
Ay = m.[ﬁ'm (y) sen 7)—— dy = /[axay cos —— €08 —= dxdy.
0 .

Ma abbiamo supposto a variazione doppia finita la funzione
o'f
ooy

; allora i suoi coefficienti di EvuLERO-FOURIER sono almeno
. .

1 .
dell ordine di infinitesimo di proe (!): risultano quindi verificate le

disuguaglianze (12).

5. Dal lemma precedente segﬁe subito il
TroREMA. — a) Le funzioni f(x,y) e g(x, y) ammetiano derivate
parziali continue fino al quario ordine.

af et g o'g
ox%y’ oxoy®’ ox*oy’ oxoy

b) Le funzioni , Staro a variazione

doppia finita.
' c) Al contorno si annullino le funzioni f, g, Af, Ag.
Sotto tali ipotesi convergono le serie

(9) E » 2: )‘2mn { amn I’ z 2 )‘mnf IIHII
) m=1 n=1 m=1n
dove g Jli amn € bmn Sono dati dalle (5'). .

Per 1a dimostrazione, modifichiamo 1’ espressione (5') di amn,
tenendo conto dell’ equazione Av + )\’0_0 ed applicando la nota
formula di GREEN:

mnx nry _
Cun = 4 [/f(x, y) sen — sen S dxdy =

= abN’”’l/[fA(sen 2% sen nTw)dxdy =

!l

ab)&g f[Af- sen —f sen by dxdy.

(!) Vedi S. Fakno: Sulle serie doppie di Fourier, Tesi di laurea in Ma-
tematica, R. Universita di Pisa, giugno 1936. : :
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Conseguentemente otteniamo: .

k 1 ) A k
[ @ | << =55« 57 ed in modo analogo |b,,,|=<C v il
mn )

mn

/
Le serie (9) sono allora maggiorate dalle serie convergenti

1 1
kE —— e k3
mn

1
v R ed il teorema & dimostrato.
mn



