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PICCOLE NOTE 73

rappresenta, per tutti i valori di i, una soluzione dell’equazione 
differenziale

S2rà, y, t) , ,
(4) ——7 = Au(x, y, t)ci­

che soddisfa alla condizione al contorno u = 0.
b) Siano date nel campo B due funzioni f(x, y) e g(x, y} con 

derivate parziali continue fino al sesto ordine incluso; si annul­
lino inoltre al contorno di B le funzioni f, g, A/*, Ag, Af2)f, A^r^. 
Allora la serie (3) con

(5) a„ = If f-vnd'dr,. bn = y •

/b b

rappresenta una soluzione della (4), che si annulla al contorno e 
per la quale si verificano le relazioni :

(6) u(x, y, 0) — f(x, y), ' — g(x>

2. In questa nota farò vedere come i teoremi di Hammerstein, 
in,un caso particolare, siano suscettibili di ulteriori perfeziona­
menti ; e più precisamente dimostrerò tali teoremi sotto ipotesi 
meno restrittive di quelle poste dall’Hammerstein e con un me­
todo più semplice, che sfrutta essenzialmente note disuguaglianze 
relative ai coefficienti di Eulero-Fourier di una funzione di due 
variabili.

Il caso particolare che considero è quello di un campo rettan­
golare R di lati a e b, con un vertice nell’ origine delle coordinate, 
il lato a sulla direzione positiva dell’ asse x, il lato b sulla dire­
zione positiva dell’ asse y.

Ricordiamo anzitutto (x) che, quando si considera un tale campo 
rettangolare^ le autofunzioni dell’ equazione (1), soddisfacenti alla 
condizione al contorno (2), sono le funzioni

(7)
mnx nny , ,  . . . ...

sen --- sen ——- (ove m ed n sono due interi positivi) 

e gli autovalori del medesimo problema sono: 

(8)
1 n*

= 71 K -+- JÏ •

(9 V. per es. Frank von Mises: Die Differential und Integralgleichungen 
der Physik und Mechanik, Bd. II, IX, § 3.
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La serie (3) assume allora la fórma: 
oo 00/ ò \ mvkx nnq

(9') u(x, y,t) = S. S \amn cos \nnt -+- ** sen \mnt \ sen —- sen 
W-l «=1\ Amn / a O

coi Xmn dati dalla (8).

3. Il 1° teorema di Hammebstein ci dà le condizioni alle quali 
devono soddisfare i coefficienti della serie (3')? affinchè essa rap­
presenti una soluzione della equazione (4); nel caso particolare in 
esame,, si può ottenere lo stesso risultato sotto ipotesi notevolmente 
più semplici mediante il seguente

Teorema. — Se sono convergenti le serie

(9) S 2 I amn I, 
nr—I n=l

j
m—2n=1

allora la serie (3') converge ed è una soluzione annullantesi al con• 
torno dell’equazione (4).

Osserviamo anzitutto che gli autovalori definiti dalla (8) sono 
tutti, ad esclusione di un numero finito di essi, maggiori di uno.

Ciò premesso, scriviamo le serie che si ottengono calcolando 
le derivate prime e seconde rispetto ad x dei termini della serie (3') :

(10) 22 77“ ®*n cos W + r~senO' \ A mn
mnx mvu

cos------sena b

(11)
mW [ bmn

— SS —J- amn cos \mnt r— sen \mnt
U \ Amn -

mnx nny
sen------sen —~a b

Queste due serie sono rispettivamente maggiorate dalle serie:

(10')

(11)

_ mir , I bmn I \ mir mir . ,

I ■ .. --I n I-4_ vv i L 122 a8 V ìnn ’ xmn J — a8 ‘ a'™ 1 "2 a^mn I !

convergenti a causa della convergenza delle (9) e dell’espressione (8)

Le serie (10) e (11) sono allora uniformente convergenti: esi- 
. . .. .. 1 - . . du d2ustono quindi e sono continue le funzioni —, —, e si ottengono fix dx ®

derivando la (3 ) termine a termine. Analogamente si dimostra
. x. -, 11 . - . . du d*u du a8U „l’esistenza e la continuità delle funzioni —-, —-, -7, ——. Si àe- dy’ dy dt ’ dt1

duce poi immediatamente dalle espressioni ricavate per 
dx8 ’ at/8 '



che la funzione u definita dalla (3'J soddisfa V equazione 

d*u
Au — tvt e si annulla al contorno.

4. Considerando gli amn e bnìn dati dalle espressioni, analogìe1 
alle (5):

/ ab
4 C C m~x n~y _ _

l »«H = äbJ J ffa y) sen — sen dxdy, 
ò o

4 / / WM/tt''ìt* 'U'ttj/6’n,i = ab I I ff(x’ sen ~ sen 1/ dxdy'
0 0

vogliamo ora determinare le condizioni, alle quali devono soddi­
sfare le funzioni f(æ, e ?/) affinché le serie (9). considerate 
nel teorema precedente, convergano.

A questo scopo premettiamo il seguente :
Lemma. — Se le funzioni f(x, y) e g(x, y), definite nel rettan­

golo R considerato, ammettono derivate parziali continue del primo 
e del secondo ordine e si annullano al contorno e se le funzioni 

f -, sono a variazione doppia finita (l) nel campo rettali-vtTow cxcy
gelare B, allora i coefficienti ainn e bjnn definiti dalle (5') soddisfano 
alle disuguaglianze

I I \^mn^ ~ ’

Infatti 
ab b a

4 /* f x mr.x nizy _ , 4 /' n~y /' mr.x
a”'n = ab / yïsen sen ~b~ dxdy~ ab! 11 b dy/^x~ sen ~~ä~ dx

0 0 Ô Ô

(*) Una funzione cp(<r, y) si dice, secondo la terminologia del Tonklli, 
a variazione doppia finita nel quadrato (0, 0'2-i, 2n) se per qualsiasi 
suddivisione dell’intervallo (0, 2tc) dell’asse x in parti mediante i punti 
0 = x9 <Z xt < ... < xm = 2k e per qualsiasi suddivisione dell’intervallo 
(0,2k) dell’asse y mediante i punti 0 = yQ <Z 2/i ••• < yn = nomina

i r = (), 1,... m 
Usi — <p(»r+i, y*) — I 0. I n

resta sempre inferiore ad un numero fisso indipendente dallo suddivisioni 
considerate. Tali funzioni sono chiamate da A itali, Lebesgue, De La 
Vallee Poussin, funzioni a variazione limitata.
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e, ponendo

jrt , . /’ , . mvx a fdf mvxxm(y) — J f(x, y) sen----- dx — — / — cos -------dx,j i \ m a m7Z j a ?
b b

abbiamo :

a»ì.n J

0

r . . nvy -, 4 f f 02f mvx nwy
Fdy) sen à = ----- - / / —cos ------cos -7- dxdy.>nXJf b u mn^j / AMSF a b u

' (To

Ma abbiamo supposto a variazione doppia finita la funzione 

----- allora i suoi coefficienti di Eulero-Fourier sono almeno dxdy .

dell’ordine di infinitesimo di (r): risultano quindi verificate le 

disuguaglianze (12).

5. Dal lemma precedente segue subito il
Teorema. — a) Le funzioni f(x, y) e g(x, y) ammettano derivate 

parziali continue fino al quarto ordine.

,. T g4f ^g a4g . . .b) Le funzioni -- ■, ——, —7—, siano a variazione7 ' öxdy ' dxdy3 • sx3dy dxdy3
doppia finita.

c) Al contorno si annullino le funzioni f, g, Af, Ag.
Sotto tali ipotesi convergono le serie

00 00 00 00
(9) S 2 I/ m—1 i r —1 rrr—I n —1

dove gli amn 6 bmn sono dati dalle (5'). ■ . „
Per la dimostrazione, modifichiamo l’espressione (5') di aIHn, 

tenendo conto dell’ equazione At, — 0 ed applicando la nota 
formula di Green: :

4 f x m^x nny
«m» = ab! j f(x’ y} sen ~a~ sen ~b~ dxdy =

0 0 &

4 / s. / mnx mty\
= - Mu, 11^[sen—sen ~rrdy=

0 0

=_ «6F,rJ / p sen^8en t dxdy- 
0 ò

(9 Vedi 8. Fardo: Sulle serie doppie di Fourier, Tesi di laurea in Ma­
tematica, R. Università di Pisa, giugno 1936.
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Conseguentemente otteniamo :

I I < n • vs— ed in modo analogo \ bmn ! < “zi • .I mn I —m2n2 >2^^ & I wn m2W2 À„m

Le serie (9) sono alloraT^naggiorate dalle serie convergenti

Jtë j'-s e fcs —ed il teorema è dimostrato.À;Mn


