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SALVATORE PINCHERLE

di ErTore BorrovrorTI (a Bologna).

Ho accolto I'invito di commemorare SALVATORE PINCHERLE,
scienziato e maestro, con reverenza di discepolo, pur sentendomi
impari all’alto compito. Altri potra pitt degnamente richiamare,
con esauriente analisi, la somma di nuove veritdh di cui Egli ha
arricchito il patrimonio scientifico; a me basterd di fermare 1 at-
tenzione sul momento storico in cui I’ opera Sua si & iniziata, e di
accennare ai principi che la informano ed ai contributi di maggior
rilievo che essa ha arrecato al progredire della scienza (¥).

Egli saliva (1880), non ancora trentenne, a Bologna, la cattedra
{’onde Lrrici CREMONA nel 1860 aveva pronunciato quel suno di-
scorso inaugurale, che auspicava linizio fra noi della rinascita
degli studi matematici. In quel medesimo anno, a Pisa il Berri
ed a Pavia il BrioscHI avevano inaugurato i loro corsi di Mate-
matica superiore, ed a Napoli il BATTAGLINI le sue nuove lezioni
di Geometria superiore. A quegli studi donava allora singolare
attrattiva la brillante fioritura di ricerche sulla Storia della Mate-
matica, che ebbe in Ttalia i suoi maggiori cultori. Le opere del
Cossavi, del LiBrI, i poderosi volumi del Bullettino Boncompagni
rivelavano uno degli aspetti pii notevoli della feracith dell’ingegno
italiano, anche nelle pili elevate regioni dello spirito. L’ Italia riac-
quistava coscienza del posto che a lei spetta nel mondo scientifico,
trovava i maestri, fondava le scuole, ed arditamente entrava nel-
P arengo.

Stava allora assumendo assestamento la « Teoria delle funzioni »,
che & caratteristica della fase odierna nello sviluppo storico della
Matematica.

A Berlino il WEIERsSTRASS sviluppava la sua Teoria delle fun-
zioni analiliche, ed a Parigi ' HERMITE, entrato (1862) nell’ insegna-
mento superiore colla cattedra che per lui era stata creata nella
Ecole Normale, gettava nel dominio del pubblico le grandi sco-

(*) Per maggiori notizie biografiche si veda il Necrologio pubblicato da
L. BErzOLARI nel fascicolo di Ottobre di questo « Bollettino », lo scorso anno.
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perte con le yuali Garss. ABEL, Jacosl CavcHY, RIEMANX,...
avevano trasformato la scienza.

Fioriva nella scuola di Pisa la teoria delle Funzioni di varia-
bili reali. che ebbe quivi a fondatore il DiNI, ed a Pavia il Caso-
RATI svolgeva i suoi corsi sulla Teoria delle funzioni di variabili
complesse, ispirati alle idee ed ai metodi che traevano origine dalle
ricerche su gli integrali curvilinei del Cavcuy. e dalle disserta-
~zioni del RIEMANN.

Colla venuta a Bologna del PINCHERLE. dell’ ArzeLA, del Do-
NATIL si iniziava una nuova era anche per la scuola matematica
holognese. che. nonostante le sue antiche tradizioni. ¢ la presenza
di illustri maestri. quali il CHELINE, il CREMox AL il BELTRAMI. ...
~olo allora poteva avere completati i corsi necessari alla laurea,

Le funzioni di variabile reale furono introdotte nel nostro Studio
dall ArzeELA. secondo 1indirizzo del DiNi, con quel brillante suc-
cesso che a tutti & noto. La teorin delle funzioni analitiche, se-
condo il WEIERSTRAsSs, era nuova per 1'ltalia. e fu appunto il
PINCHERLE che qui per primo la introdusse nel suo insegnamento.

Per naturale disposizione dello spirvito e per iniziazione cultu-
e, Egli era portato all eclettismo. Ebbe la primu iniziazione mate-
matica a Marsiglia. nel Liceo imperiale. dove le elassi di Mathéma-
tiques élémentaires ¢ di Mathématiques spéciales. comprendevano
parte del programma che da noi & svolto nel 1° biennio universi-
tario. Normalista in Pisa (dal 1870 al 1874, quando il DINT stava
approntando nei corsi universitari il materiale che poi venne alla
fuee nei « Fonduwenti >, acquistava, insieme colla padronanza della
materia, abitudine mentale a quel rigore di metodo. che quel
grande maestro sapeva portare nella scuola fin dall'inizio degli
studi di analisi. ¢ come base di essi. Ma non minore fu. furse.
I'influenza della geniale personaliti del Berrti. che fortemente
risentiva delle idee e dei metodi promossi dal Rizdaxx,

Lia sua istituzione matematica, gilv cosl bene avviata, si com-
ptva felicemente con un anno di perfezionamento — (1877-78) —
presso le scuole universitarie di Berlino; quivi ascoltava le lezioni
del WEIERSTRASS, e ne portava in Italia le idee. i metodi, le sco-
perte con una pubblicazione che fu, per il pubblico degli studiosi.
una rivelazione,

Fin dai sooi primi saggl appare la tendenza alla generalizza-
zione od alla ricorch delle legei, nella-generazione degli enti ma-
tematici. per successive trasformazioni, che da elementi semplici
o noti danno origine ad- altri via via pitt complicati. \

NMudio quelle operazioni. intrinsceamente. o. come. Egli diceva,
yualilalivianente : ciot, non in vista della effettiva soluzione di un
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determinato problema, ma della ricerca delle condizioni essenziali,
che effettivamente entrano in gioco nel procedimento risolutivo,
e delle classi di problemi in cui tali condizioni sono soddisfatte,
e che percid possono analogamente essere risoluti.

Seppe poi, con intuito felice, ridurre tutte le operazioni che
normalmente intervengono nelle teorie analitiche, ad un unico
principio: « considerare gli enti matematici' come totalith di ele-
menti semplici, e studiare le trasformazioni che quegli enti subi-
scono per operazioni elementari eseguite su gli elementi onde sono
costituiti ».

Nella rappresentazione mediante sviluppi in serie, sono ele-
menti semplici i termini della serie, in quella mediante integrali
definiti. la yuantita sotto il segno (il differenziale). ‘

Nella teoria delle funzioni analitiche, tutti gli enti che si con-
siderano (funzioni analitiche) si possono ottenere con trasforma-
zioni omografiche da un’unica base, costituita dalle potenze con
esponenti interi (positivi, negativi o mnullo) della variabile com-
plessa. La totalitad delle funzioni analitiche fu percid concepita dal
PINCHERLE come uno spazio lineare ad infinite dimensioni deter-
minato da quella base, e la Teoria delle Funzioni come studio di
trasformazioni che operano su gli elementi di quello spazio, alla
stregua di operazioni aritmetiche nel campo numerico.

Questa veduta, che costituisce una delle pit geniali caratteri-
stiche dell’ opern matematica del PINCHERLE, forse risente della
tendenza alla aritmetizzazione, coltivata nella scuola del WEIER-
STRASS. ‘

Ma nel campo funzionale sono punti le funzioni analitiche, ed
alla determinazione di ciascun punto occorre una infinith nume-
rabile di coordinate e, nella interpretazione aritmetica, i numeri
sono enti idealmente riferiti ad un sistema di numerazione con
una infinith numerabile di unith distinte.

La classe delle trasformazioni lineari in tale spazio ha la po-
tenza del continuo.

Al tempo in cui il Nostro pubblicava i suoi primi saggi su
tale argomento, I’introduzione di un cosiffatto indirizzo nella ana- .
lisi matematica era cosa di assoluta moviti.

E ben vero che nel « Calcolo geometrico» di Prano (1891), si
accenna alla possibilith di sistemi lineari ad infinite dimensioni,
e che il VERONESE nei suoi « Fondament: di Geometria » (1891), di
idea di uno « Spazio generale» del quale lo spazio funzionale del
PINCHERLE era una effettiva realizzazione ; ma di queste e di altre
opere di quell’epoca, che si riattaccano allo stesso ordine di idee,
si pud tutt’al pin dire che esse abbiano richiamato 1'attenzione

;
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del Nostro ad un pitt profondo esame sulla natura delle operazioni
che Egli aveva gii implicitamente introdotto nella analisi.

D’ altra parte giova ricordare le vive dispute che in quel tempo
fervevano fra matematici e fra matematici e filosofi, intorno alle
geometbrie a pitt di tre dimensioni, per avere idea di cid che allora
si poteva pensare di un caleolo funzionale effettivamente operante
in uno spazio ad infinite dimensioni.

Lo studio dei problemi che si presentano nel « Caleolo Funzio-
nale » dal punto di vista del PINCHERLE, non poteva portare a
risultati di qualche interesse, senza che fosse limitato il concetto,
per sé medesimo troppo arbitravio, di < Operazione ». Kgli pereio
incomineid dallo studio di classi particolari (gilt assai vaste) ed
andd mano a mano ampliando la loro estensione. per due strade
diverse: '

19) Generalizzando i procedimenti che dai maestri della seienza
erano stati escogitati per lo studio dei casi da essi considerati.

29) Studiando direttamente. da un punto di vista intrinseco,
le classi di operazioni che presentano pilt divetta e vasta applica-
zione, e riducendo la risoluzione dei casi gitv studiatt nel quadro
di una scienza universale, per quella vastissima classe di opera-
zioni che Bgli disse « Distributive ».

Come prime basi dell'edificio da costruire, poxe lo sviluppo in
serie di funzioni analitiche, al modo di WrEIERSTRASS, e la rap-
presentazione mediante integrali curvilinei del Cavony.

In reluzione con queste due rappresentazioni analitiche intro-
dusse due operazioni fondamentali; che poi vide potersi ridurre
adl un unico concetto:

19) 11 prodotto ordinato dei singoli termini di uno sviluppo

in serie per gli elementi di una successione b di funzioni ana-

n
litiche (o di costanti numeriche) che trasforma ogni funzione

~
flr) =g ta) nella funzione
0
JUR
7 N — N, ’” /
ﬁ{x) - lfn(x)fn(x)’

0
¢ questa relazione viene considerata sotto il triplice aspetto:

a; determinazione qualitativa delle classi di funzioni F(x) che
corrispondono a determinate classi di -funzioni flx). in relazione
colle proprieta formali della operazione eseguita;

L sviluppo di una data funzione in serie di funzioni ana-
litichoe:

¢ condizioni di effeftiva existenza funzionale degli enti ana-
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litici formalmente ottenuti, e campi di effettiva validitad per I’ ope-

razione eseguita. ) '
20) I/ operazione caratterizzata da una funzione Y(x, ¥) delle

due variabili complesse x, y, ed espressa dall’integrale curvilineo

Fl@) = [46e, 9)- oy,
. ()
considerato sotto il triplice aspetto:
a) generazione, per integrazione definita, di nuove classi di,
funzioni; ‘ '
b) inversione dell’ integrale definito, o come pin tardi si
disse: risoluzione della equazione integrale rappresentata dalla

F(x) :fd,«(x, Y)9{y)dy, nella quale ‘Y(x, y) & la funzione caratteristica,
()
F(x) & funzione nota, ¢(y) & funzione da determinare;
¢) condizioni di validita effettiva, per le operazioni consi-
derate. )

Ed & qui opportuno il considerare che questa operazione da
Lui studiata gia nella Memoria (24) pubblicata nel 1886, & quella
stessa che pili tardi Egli vide poter rappresentare qualsiasi ope-
razione distributiva mello spazio funzionale, e che molti anni dopo
formd oggetto della Teoria delle equazioni integrali.

B del 1882 uno studio completo del caso che considera gli ele-
menti caratteristici ¢,(x) come costituenti un sistema di funzioni
limitate in un dato campo. Ed in quella Memoria (10), dovendo
definire il concetto di funzioni limitate in un dato campo, si pre-
mette un Lemma, che comprende come caso particolare il teorema
che dodici anni dopo il BOREL enunciava, e che & diventato clas-
sico (col mome di BOREL), nella teoria della misura (¥).

(*) Eccolo nella forma data dal PINCHERLE: « Se ad ogni punto « di
« un campo connesso C e del contorno, corrisponde un valore ed uno solo
« di una quantith X (funzionme di @ nel senso pitt generale della parola)
« e se si pud assegnare un tale intorno di « che il limite superiore dei
« valori assoluti di X corrispondenti ai punti dell’intorno sia un numero
« finito, esisterd un numero N tale che sia in tutto il campo |X| <N »,
e, nello stesso modo, se il limite inferiore & diverso da zero, «si potra
« asgegnare un numero positive M diverso da zero, tale che per tutto il
"« campo C sia | X| > M ».

Ed ecco il teorema di BoreL (« These », 1894 ; « Théorie des Fonctions »,
1898): « 8i I'on a sur un segment de droite une infinité denombrable
« d’intervalles, et si chaque point du segment est intérieur (au sens étroit)
«& l'un au moins de ces intervalles, on peut trouver, parmi cette infi-
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I risultati di questo primo¢ saggio sono abbastanza cospicui,
poiché quivi si dimostra che:

« Se le funzioni ¢, rimangono finite entro un campo.connesse J,
« e la serie £, di funzioni ¢,, regolari entro il campo J, converge
« ivi incondizionatamente ed unifo)rmgamen'te, la serie 24,9, rap-
« presenta entro tutto il campo J un ramo ad un valore di. fun-
« gione analitica monogena ». .

Per quel che riguarda lo sviluppo in serie di funzioni ¢,, Egli
considera il caso particolare in cui la funzione caratteristica ha la
forma ¢, =", e trova che: Qualunque funzione analitica F(x),
regolare nell’intorno del posto x==0, & sviluppabile, in un intorno
del posto stesso, secondo mnna serie convergente incondizionata-

o0

mente ed in egual grado, della forma F(x)= ¢, x"p (), purche
n=0

le funzioni ¢, siano regolari, diverse da zero per x=—0, e si man-
tengano finite per # = oo In un intorno del posto x—=0.

Da cid, in particolare, il noto sviluppo in serie di funzioni di-
BESSEL.

I’ anno seguente (1883) volendo generalizzare i metodi che
servivano allo studio di serie procedenti secondo i polinomi di
LEGENDRE, frovd opportuno premettere una sua géneraliizazione
della operazione di derivazione, che volle peculiare ad una data
successione ¢, , caratteristica della operazione funzionale da stu-
diare: F(x)=Y¥{f)=2¢,4,x"

Egli assunse come definizione di derivata funzionale 1 espres.
sione :

~o . 0o
- » e\ ANl PUCTIES, IO
DF =D-¥- f"‘ ‘1" * '”A“.'L' — ‘6 "PuAn-f—ylx"'

)

Trovd che questa operazione (che si riduce alla derivazione ordi-

« nité d’intervalies un nombre limité d’intervalles jouissant de la méme
« proprieté ». ’ '

La dimostrazione del BORrL scende dal teorema, pur esso ivi dimo-
strato, che « la somma di un numero finito di quegli intervalli pud farsi
« maggiore della lunghezza del segmento ».

Dal teorema del PiNCcHERLE scende infatti che esiste un numero M
tale che la lunghezza dell’intervallo entro cui un punto qualunque del
segmento pud supporsi contenuto, & in tutto il segmento maggiore di M.

Nella « Encyclopédie» (11, 1, 2, p. 128) si da al teorema il nome di
HEINE-BOREL, perché HuINE nel 1870 ha dimostrato il teorema sulla con-
tinuitd uniforme, in un dato segmento, delle funzioni di variabile reale,
con ragionamento non molto diverso da auello usato dal BoreL.
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1
naria quando 1}, = a1 nel caso generale considerato, conserva le

‘proprieta formali che sono caratteristiche della derivazione, ed
ammette come elementi invarianti le serie della forma X x" che,
sotto questo aspetto, sono da onsiderare come costanti numeriche. .

Della nuova operazione, cosi introdotta nel calcolo funzionale,
si giova (Memorie (15), (16), (1883-84)) per estendere i procedimenti
usati nello studio dello sviluppo di una data funzione in serie di
funzioni sferiche, al caso generale di sviluppi in serie di funzioni
analitiche. Come caso particolare notevole trova che & possibile lo
sviluppo procedente secondo le funzioni analitiche p (x), quando
si possono associare alle date fumnzioni p (x), altrettante funzioni

i . ,
D, (y), tali che sia Zp ()P, (y):gT—_x’ ed in questo caso consi-

dera sistemi di relazioni che rappresentano una prima estensione
all’infinito . della teoria dei determinanti, risolvendo sistemi di
infinite equazioni lineari con infinile incognite, e dimostra la pos-
sibilita di swiluppi dello zero per le funzioni date p,(x).

Le Memorie dal (24)‘ al (35), pubblicate negli anni 1886-88, stu-
diano le operazioni funzionali rappresentate da integrali definiti
curvilinei della forma:

Vi) = 4(g) = | A, yley)dy.
(9
che comprendono come casi speciali le trasformazioni di EULER,
di LAPLACE, di ABEL,... Dimostra che il problema della inver-
sione di quegli integrali racchiude quello dello sviluppo di una
data funzione in serie di funzioni analitiche, e considera casi
particolari di grande portata.

Ma 1'esame di quei casi particolari & preceduto da uno studio
fatto dal punto di vista della teoria generale delle operazioni fun-
zionali, indipendente cio® dalla espressione analitica della funzione
caratteristica A(x, y) (nucleo della equazione integrale, secondo la
moderna termmologla) Da quelle considerazioni generali, per spe-
ciali particolarizzazioni del nucleo, si deducono risultati relativi
a particolari casi interessanti.

Osserva anzitutto che, le operazioni 4 permutabili colla deriva-
zione, trasformano le potenze intere della variabile in polinomi
(di AprpEL) della variabile: stessa. Sono ciod particolari omogratie
nello spazio funzionale (n.° 29). >

Se il nucleo ha la forma A(x, y) = e, si ha la frasformazione

di LAPLACE (n.° 29), U(a)= / e*vs(y)dy : il PINCHERLE dimostra che
(c)
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questa, applicata a funzioni algebriche, serve alla generazione di
funzioni trascendenti, le quali si dividono in classi, corrispondenti
ai vari corpi di funzioni algebriche: le funzioni di una stessa
classe sono legate fra loro dalla condizione di soddisfare ad una
stessa equazione differenziale lineare a coefficienti costanti.

Se il nuecleo ha la forma: A(x, y) =2 (n.i 33, 35) dimostra

che la risoluzione della equazione integrale: f(x) =} A(x, 1)s(y}dy com-
. (@

prende quella di un’equazione della forma: 2h {4 (x+a,)=f(x), h, co-

stanti numeriche, e questa equivale alla risoluzione della equazione

N . o pr. aie I 4
differenziale con infiniti termini: X -5 4™(x) =f(x), la guale am-
n!

mette in ogni caso una soluzione formale, di immediata costruzione.
Ed in tal modo viene stabilito un notevole addentellato fra campi
diversi della Analisi.

La Memoria (35), ormai classica, dove & trattato questo argo-
mento, fu tradotta in francese e pubblicata nel vol. 48 degli « Acta
Mathematica », del 1926.

Al

Se il nucleo ha la forma: (n.° 28, 1887) A(x, y) — = GL e sod-

disfa ad una equazione a derivate parziali lineare, le funzioni del
sistema A, (x) soddisfano ad una relazione ricorrente. Lia risoluzione
della equazione integrale, in questo caso, coincide col problema
dello sviluppo di una data funzione in serie procedente secondo
le funzioni A,(x), ed il problema della determinazione degli svi-
luppi dello zero in serie di funzioni 4 (x) dipende dalla risoluzione
di una equazione lineare omogenea di ordine infinito.

La proprieta delle funzioni A (x), quivi considerate, di soddi-
sfare ad una relazione ricorrente, & comune alle funzioni sferiche,
alle eilindriche, ed alle varie generalizzazioni che di queste si
sono fatte.

Parve dunque opportuno lo studio infrinseco delle relazioni di
ricorrenza, o, in altri termini, delle equazioni lineari alle differenze
finite. A questo studio il Nostro fu eccitato anche dal fatto che,
nel caso pitt ovvio, delle equazioni alle differenze del secondo or-
dine, queste hanno per integrali i numeratori ed i denominatori
delle frazioni continue, e servono alla rappresentazione approssi-
mata, mediante espressioni razionali, di enti analitici, o di quan-
tith numeriche. Recenti ricerche dell’ HERMITE riguardavéno il
problema di determinare p sistemi di polinomi interi nella varia-
bile a, di grado assegnato, dipendentemente dall’indice n, 4
Ay e, A S, +4

Ten

tali che nelle espressioni 4 S;+..+ 4,58,

Pent In n
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(dove S,. S,..., S, sono serie di potenze della variabile ), i ter- -
mini contenenti potenze negative di &, abbiano a fattor comune =",
essendo m 'intero piit grande possibile compatibilmente col grado
. dei polinomi 4,,, 4,,,.., 4,,.

I/ HERMITE aveva trovato che tali polinomi sono integrali di
una stessa equazione ricorrente dell’ordine p + 1, ed aveva pro-
posto al PINCHERLE lo studio di tali equazioni, in relazione colla
risoluzione approssimata del problema dello sviluppo in serie di
date funzioni analitiche, che Egli stava studiando.

Il PINCHERLE subito si impossessd della questione, studiando
il problema inverso: Prese come punto di partenza 1’equazione
ricorrente (alle differenze finite di ordine #), e si propose di sta-
bilire, in relazione con essa, un aigoritmo (delle frazioni continue
algebriche generalizzate) analogo a quello delle frazioni continue
algebriche, in relazione colle equazioni ricorrenti del 2° ordine.

In questo campo tutto era da rifare: incominciando dalle equa-
zioni alle differenze finite, la cui teoria era rimasta allo stato
embrionale.

A qdei nuovi studi il PINCHERLE ha dedicato tutta la sua atti-
vita scientifica negli anni dal 1889 al 1895: ad essa si riferiscono
direttamente, od indirettamente, le Memorie dal n.° 40 al n.° 72, e
questo copioso materiale, donde risulta intera e completa una teoria
delle equazioni e delle forme alle differenze finite, secondo vedute
moderne, e il nuovissimo algoritmo delle frazioni continue alge-
‘briche generali, si trova, in esposizione sistematicamente ordinata,
anche nel ben noto volume: « Le operazioni distributive e le loro
applicazioni all’ analisi », che Egli compose, in collaborazione con
uno dei suoi pitt valorosi scolari, nel 1901. Cid mi esonera dal-
I’entrare in maggiori particolari sopra quell’ argomento.

Lo studio delle forme lineari alle differenze rientra in quello
piit generale delle operazions funzionali distributive; e questo studio
Egli riprese con rinnovata energia (dopo aver sistemata la que-
stione delle frazioni continue algebriche generali) nel 1895, con
la nota n.°* 73, in cui la questione & ripresa da un punfo di vista
pit strettamente sintetico ed intrinseco.

Notevole in questa sua opera la nuova definizione di derivata
‘funzionale, espressa dalla formula A4'(g) = A(xp) — xA(9) dove A in-
dica 1’operazione funzionale ed A’ la sua derivata, & & la varia-
bile e ¢ quella qualsiasi funzione cui I’ operazione A si immagina
applicata.

Per questa derivata, e per quelle dei vari ordini che imme-
diatamente si ricavano dalla definizione, valgono le ordinarie
leggi formali della derivazione, e vale. almeno fm*mz\tlmenle, Ia

\
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formula, analoga allo sviluppo. di MACLATRIN.

i <)
(1) Alg) == A1) * 5,
n=_0 :
e la formula:
© 1
(2) Axg) = X i A%} D,
n=-010+
analoga allo sviluppo del TAYLOR.

Da queste formule, fondamentali nel ealcolo funzionale, risulta
che: se si considera = come un elemento fisso, e ¢ come un elenento
variabile, ogni operazione distributiva A, nello spazio delle serie i
potenze, puo essere rappresentata con una serie ordinata secondo le
potenze del simbolo di derivazione D. Questo teorema ¢ analogo a
quello di Cavcnuy, sullo sviluppo di una funzione amnalitica in una
serie ordinata secondo le potenze della variabile.

Egli ha inoltre dimostrato 1’esistenza di un campo funzionale
di convergenza, ciod 1 esistenza di una varietd lineare di funzioni .
per la quale la formula data converge, e la somma della serie
rappresenta effettivamente il risultato indicato al primo membro.

Se poi mnella formula (2) si sostituisce la derivata colla sua
espressione data dal teorema di CavcHy:

n! " dy)dy

D”“cp(x) == 2—1':;/ W s
U]
dove (l) & una curva chiusa od aperta situata entro il campo di
esistenza delle g¢(x), si ottiene per I’operazione A(s) una espressione
della forma
Alg) = [ Hayiely)dy.
o

11 problema della inversione della operazione A(v), costituisce
il problema cella risoluzione delle equazioni inlegrali di prima
specie.

Dall’ esame delle formule scritte risulta che il problema della
inversione dell’ operazione A, ed in particolare quello della ricerca
delle radici di tale operazione, si riconduce a quello della integra-
zione di una equazione differenziale lineare di ordine infinito.

Considerando poi le operazioni distributive, che conservano -
yuesta proprietd formale anche per somme di infiniti elementi, e
sono precisamente quelle che operano nel campo funzionale delle
funzioni analitiche, BEgli ha trovato che tali operazioni si identi-
ficamo colle omografie in tale spazio, ed ha scoperto che, mentre
in tale spazio si conservano le altre proprieth generali delle omo-
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grafie in uno spazio ad un numero finito, .n, di dimensioni, non &
cosl per cid che riguarda la degenerescenza, che per n==oo si
.presenta sotto due forme diverse [(n.° 84), 1897]: si ha una degene-
rescenza di prima specie, nella quale 1’ operazione A ammette radici,
ma fa corrispondere lo spazio funzionale S a"s® medesimo, ed una
‘degeneres.cenza di seconda specie, nella quale quando o percorre
tutti gli elementi di S, A(x) non ne percorre che una parte, di
modo che I’equazione A(z) —¢ non ha soluzioni per certe determi- .
nazioni di ¢ formanti uno spazio lineare contenuto nello spazio S.
E questa scoperta potrebbe ben avere nella scienza il nome di Lui.

Le Opere dal n.° 73 al n.° 105 pubblicate negli anni 1895-1900,
contengono il materiale, che, raccolto sistematicamente nella ricor-
data Opera « Sulle operazioni distributive», costituisce il fonda-
mento di una nuova teoria, da Lui coltivata con perfetio spirito
geometrico, con mirabile magistero, con instancabile, diuturno
lavoro.

Fra le applicazioni analltlche che di poi ne fece, riprendendo
sotto nuovi punti di vista i problemi fondamentali dello sviluppo
in- serie di funzioni analitiche e dell’inversione degli integrali de-
finiti, sono notevoli quelli riguardanti gli sviluppi in serie di fatto-
riali e le fumzioni determinanti.

Ulteriori progressi nella feoria generale delle operazioni si tro-
vano nella considerazione e nello studio della iferazione finita ed
infinita di una data operazione. considerata a sua volta come ope-
razione funzionale. :

Lo scarto dalla permutabilita ha dato luogo ad una nuova defi-
nizione di derivata funzionale di una operazione A, considerata in
rapporto con una data operazione B. »

La nuova definizione A’(¢)— A.B(¢) — B-A(s) comprende 1’an-
tica A’ = A(x-9) — xA(¢), pel caso speciale che 1 operazione B, ri-
spetto alla quale si intende di definire la derivazione, sia la mol-
tiplicazione per la variabile x.

Di questa nuova definizione di derivata, che da pih largo re-
‘gpiro al -calcolo funzionale, e di quelle operazioni che il PINCHERLE
chiama normali, Egli si & occupato anche in questi ultimi fempi,
ed ha lasciata inedita una Memoria. stampata dopo la sua morte
negli « Annali di Matematica ».

La poderosa produzione matematica del PINCHERLE & stata ap-
pena toceata in questa rapida scorsa, che potra solo valere a ricor-
dare 1’ opera di Lui come creatore di un nuovo interessante ramo
di scienza pura. A quell’opera, tipicamente originale, non soccor-
revano adeguatamente gli ordinari sussidi analitici; molfo c¢’era
da rifare, molto da coxppletare, anche nei primi elementi dell’ Ana-
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lisi, e non c’@ ramo di questa scienza dove Egli non abbia lasciato
traccia.

E se il pil1 delle volte quelle sue scoperte, quegli arditi suoi
indirizzi, troppo tardarono a trovare universale riconoscimento, cid
dipende dal fatto che, nel campo della pura astrazione, le movita,
quanto pili sono profonde e discoste dalle consuetudini, tanto pil
tardano ad essere apprezzate nel loro giusto valore. Nel caso del
PINCHERLE, bisogna mettere in conto anche la modestia, veramente
eccessiva, dell’ Uomo, che lo tratteneva, non solo dal proclamare,
ma anche semplicemente dall’annunciare la novita e I’importanza
dei suoi risultamenti. Non c¢’& esempio, in tutta la sua vita di
scienziato, che Egli abbia mai reclamato la priorita dell’opera
sua; e pareva quasi che avesse vergogna di riconoscerla, anche
dopo che altri I’ aveva segnalata.

Aggiungasi che le Sue opere, per 1’altezza e la novita del sog-
getto, per il simbolismo inusato che Bgli fu costretto ad introdurre,
per la laboriosita dei calcoli che in molte di esse si richiedevano,
erano, al tempo in cui usecirono alla luce, faticose da leggere e
difficili da intendere. '

Ed & anche da dire che Egli poco si curava della loro diffu-
sione. Lia maggior parte, senza dubbio la pii importante, delle Sue
.memorie, sono pubblicate negli « Atti » della nostra Accademia.
Raccolta gloriosissima, dove & primamente apparso il fiore della
produzione matematica italiana, fin dai tempi del CrREMONA e del
BELTRAMI, Traccolta che ha il cambio con gli « Atti» delle piu
importanti Accademie del Mondo; ma che, con tutto cid, & poco
diffusa negli ambienti matematiei.

Dird tuttavia che 1’opera ed il nome del Nostro fin dai suoi
primi inizi erano ben conosciuti e pregiati dai matematici di grido,
e pit dagli stranieri che dai nostrani. Quando fui studente a Pa-
rigi (1892-93), mi bastd presentarmi nel nome di Lui, e come suo
scolaro, per :vere le pilt cortesi accoglienze da quei maestri. E
nomino HERMITE, POINCARE, DARBOUX, APPEL, PICARD....

Non ho bisogno di ricordare le onorificenze, che in Italia e
fuori gli sono state tributate, ma come bolognese, e come cultore-
del patrio Studio, mi piace di ricordare che nelle attitudini del
Suo pensiero si ripresentarono le pin felici qualith degli antichi
maestri di scuola bolognese.

La variabile complessa, che Egh eostantemente, ed esclusiva-
mente considerava, fu introdotta mnella scienza del calcolo da
RaraEL BoMBELLI da Bologna nella seconda metd del ’500, ed
era ancora considerata con qualche diffidenza al tempo in cui il
Nostro inaugurava qui la sua scuola, benche un altro professore
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bolognese, VINCENzZO Riccary, avesse mostrato I’ esistenza, nel campo
reale, della iperbole in cui, con trasformazione complessa, si muta
un cerchio immaginario, e da questo fatto fosse poi derivata una
“trigonometria iperbolica, che gid era entrata nella pratica, e non
solo dei matematici puri.

I/ algoritmo delle fraziond continwe, trovato dal Cararpr sullo
scorcio del secolo XVI per la rappresentazione approssimata di
irrazionalitih quadratiche, & stato da Lui ripreso, generalizzato,
reso idoneo alle nuove esigenze dell’ Analisi. Ed il metodo gene-
wle di trasformazioni da Lui studiato, &, mnelle sue lontane ori-
gini. quello stesso che servi al CAVALIERI per la sua Geomelriu
degli indivisibili.

Dobbiamo dunque esser grati al PINCHERLE, non solo per quel
che Egli ha dato di suo alla scienza, onorando 1a Patria e la Scuola,
ma anche per aver ripreso e riallacciato alle moderne, le antiche
Glorie del nostro Studio.

Ma somma riconoscenza gli dobbiamo per quel che Egli ha dato
alla Scuola ed alla Societd come maestro e come educatore.

Chi ¢ stato suo scolaro mon pud dimenticare il fascino delle
sue lezioni. Non solo per Valtezza degli argomenti, per I’impecca-
bile ordinamento della materia, per la chiarezza cristallina che
non lasciava dubbi in nessuno degli ascoltatori, ma per quel senso
divei quasi religioso di devozione alla scienza e di rispetto alla
scuola, che Bgli per primo mostrava e sapeva infondere nei suoi
scolari; e per quell’onda di entusiasmo che, pur nella ritenu-
tezza del suo contegno, in Lui traspariva, quando a conclusione
di nn serrato raziocinio, le veritd pit ardue apparivano chiarve
ed evidenti.

Del suo insegnamento ben a ragione fu defto che mel modo
migliore raggiungeva il fine pit clevato, quello di risvegliare nei
giovani il desiderio di sapere, il tormento della ricerca, la, gioia
della conguista, sia pur piceola, ma nuova e personale.

E con eguale trasporto, col medesimo impegno Hgli svolgeva
le lezioni che portavano gli allievi dei corsi superiori agli estremi
confini raggiunti dalla scienza, e quelli del primo anno di studio,
per giovanetti appena usciti dalle scuole medie. Fu Egli stesso
ottimo insegnante di scuola media; durante la grande guerra,
spontaneamente’ si profferse per 'insegnamento degli elementi
della matematica in un corso tenuto alla Casa del soldato, ¢ lo
tenne con quella scrupolosa diligenza, ¢ quella cordiale dedizione
al dovere, che Egli poneva in ogni sua azione, con soddisfazione
e profitto dei giovani militari, che fin dalla prima lezione ave-
vano capito- di aver che fare con un grande maestro.
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Ho fino ad ora ricordato solp una delle forme dell’attivith di
scienziato e di maestro svolta dal PINcHERLE nella sua vita labo-
riosa. Egli trovava tempo a tutto, ed in ogni cosa i)oneva tanto
fervore, come se di quella sola dovesse aver pensiero. Ne, per
qualsiasi motivo, trascurava di dedicare qualche ora del giorno
ai suoi studi prediletti. Sono vimasti di Luii 55 Volumi in formato
protocollo, manoscrifti. dove giornalmente riportava ogni sorta di
pensieri scientifici: osservazioni critiche, enunciati, o soluzioni di
problemi, schemi, o svolgimenti analitici, programmi di lavoro,...;
quei volumi, ora raccolti nel nostro Istituto, che da Lui appunto
ha il nome, saranno ricca miniera di ricerche.

Fu autore di ottimi libri di testo. Da mezzo secolo in qua, le
genevazioni di scolari che si sono susseguite nei banchi scolastiei,
dalle classi elementari alle universitavie. hanno fatto la lovo ini-
ziazione matematica sni Testi del Piucherle; libri nei quali la
rigorosa sistemazione logica sempre si accompagna con la sempli-
cith e la chiarezza, ed il tono del discorso si accorda colla men-
talith dei giovani cui il libro & dedicato. .

Se mi rifaccio al tempo in cui esse primamente sono apparse.
debbo riconoscere alle Opere didattiche del Pixcuerur il grande
pregio di aver bandito dalle nostre scuole traduzioni e raffazzona-
menti di libri stranieri. che allora tenevano il campo. e di aver
inangurata una produzione nostrana, che softo ogni rapporto. e
specialmente per rigore scientifico, sorpassa i migliori testi stra-
nieri.

Egli fu anche attivissimo membro ed autorevole presidente di
Commissioni di esami e di concorsi in ogni ordine di scuole;
appartenne al Consiglio ai amministrazione della Universith, ed
al Consiglio Superiore della Pubblica Istruzione e fu pin volte
membro della Giunta delle Scuole medie dell’ Emilia. In quei de-
licati uffici U opera Sua, sorretta da vasta e soda cultura in ogni
amo di seienza, guidata da retti sensi di equanimita e di giu-
stizia, era altamente pregiata, ed ha lasciato traccie benefiche.

ok ok

La fondazione della Unione Matematica Italiana e la pubblica-
sione del « Bollettino », che sotto la Sua dirvezione ha assunto posto
cospicno fra i periodici matematici, in Italia e fuori, sono meriti
snoi preclarissimi. Ma maggiori benemerenze Egli si & acquistato
verso la Scienza e verso la Civilta, nella organizzazione del Con-
gresso Internazionale dei Matematici del 1928,

I Assemblea dei Delogati dei Comditati wmatematici, adunata a

Toronto in oceasione di quel Congresso Internazionale mel 1924
. b
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nominava Lui presidente della Union Internationale Mathématique,
col mandato di fare un Congresso che fosse effeftivamente interna- -
zionale, cioé senza quelle esclusioni che si erano avute nei pre-
cedenti Congressi del dopo guerra a Strasburgo ed a Toronto, e di
presentare al Conseil International des Recherches, il voto appro-
~ato dall’ Assemblea, perché fossero tolte le limitazioni di natura
politica alla partecipazione ai Congressi Matematici Internazionali.

Ma quel voto contrastava colle direttive del Segrefariato gene-
rile delle Unwion Internationale Mathématique, che, invece di fare
le convocazioni e gli inviti, notificava ufficialmente ai Comitati
matematici di tutte le Nazioni aderenti al « Conseil International
des Recherches » @« quw'on ne peut plus dire que le Congrés de Bo-
Ingue est relevant de I Union Internationale Mathématigne ».

L’ organizzazione del Congresso si trovava cosi come campata
in aria.., fra la diffidenza degli uni. e la palese ostilita degli altri.

La soluzione fu trovata col porre il Congresso sotto gli auspici
della Universita di Bologna, istituzione fuori ed al disopra delle
competizioni politiche, per antica fama veramente internazionale,
aperta ai dotti di tutto il mondo.

Il gran nome del nostro Studio, 1’opera svolta con animo in-
vitto, con fine tatto e con ferma tenacia dal Nostro, che in quella
oceasione dimostrd qualith egregie di perfetto organizzatore, sorti-
rono exito fortunatissimo. Il nostro Congresso & anche oggi ricor-
date dagli stranieri (che qui affluirono in gran numero da ogni
parte del globo), come uno dei meglio riusciti, anzi, come il mi-.
gliore fra tutti: ed ha fra tutti il vanto singolarissimo di aver
superato la crisi di passaggio dal regime ristretto di esclusioni
nazionalistiche, che la guerra aveva lasciato in retaggio ai Con-
gressi matematici, ad un regime di piena indipendenza da ogni
-agione politica, quale appunto si conviene alla Scienza, per sua
natura essenzialmente universale.

Ma solo coloro che gli furono dappresso. compagni di lavoro e
di passione, sanno cid che quello splendido successo costdo a Lui
di fatiche, di amarezze, di rinuncie, di sacrifici.
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ELENCO DELLE PUBBLICAZIONI

NOTE E MEMORIE

I periodici citati pia frequentemente saranno indicati spesso colle abbreviazioni seguenti:

1874
1875
1876

1877
1878

1879

1880

1882

1883

R. Li. — Rendiconti R. Accademia Lincei.

R. Lo. — Rendiconti R. Istituto Lombardo.

R. Bo. == Rendiconti della R. Accademia delle Scienze di Bologna.
M. Bo. == Memorie della R. Accademia delle Scienze di Bologna.
R, Da. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo.

G. Ba. = Giornale di Matematiche di Battaglini.

1. Sulle superficie di capillaritéc. (Nuovo Cimento, Pisa).

2. Sulle costanti di capillaritd. (Nuovo Cimento, Pisa).

3. Sulle superficie d’ area minima. (Progr. R. Licco Foscolo, Pavia).
4. Sulle superficie d’ area minima. (Rend. R. Ist. Lombardo).

5. Sulle equazioni algebrico-differenziali. (Rend. R. Ist. Lombardo).

[=2]

. Relazioni fra i coefficienti ¢ le radici di wna funzione intera
trascendente. (Rend. R. Ist. T.ombardo).
7. Funzioni monodrome aventi wn’ equazione caratteristica. (R. Lo.).
. Ricerche sopra wna classe importante di funzioni wonodrome.
(Giorn. di Mat. Battaglini, T. 17).
. Saggio di una introduzione alla teoria delle funzioni analitiche
secondo ¢ principt di Weiersfrass. (Giorn. Mat. Battaglini, T. 18).
10. Sopra alcuni sviluppi in serie per funzioni analitiche. (Mem.
R. Accad. Scienze di Bologna, 8. 1V, T. 3).
Alcuni teoremi sopra gli sviluppi in serie per funzioni analitiche,
(Rend. R. Ist. Lombardo).
12. Di una generalizzazione della derivazione nelle funzioni anali-
tiche. (Giorn. Mat. Battaglini, T. 22).
13. Un’ applicazione delle funzioni sferiche. (R. Bo.).
14. Sui prodotti infiniti per funzioni analitiche. (R. Bo.).
15. Sui sistemi di funzionwi analitiche e le serie formate dai iede-
simi. Mem. 1% (Annali di Matematica, 8. II, T. 12).
16. Sui sistemi di funzioni analitiche e le serie formate dai mede-
simi. Mem. 2% (Annali di Matematica, S. II, T. 12).
17. Alcune osservazioni sugli ordini d’infinito delle funzioni. (Mem.
R. Accad. Scienze di Bologna, 8, IV, T. 5).
18. Sui gruppi lineari di funzioni. (M. Bo., IV, T. 6). )
19. Alcune osservazioni generali swi. gruppi di funzioni. (Mem. R.
Ace. Scienze di Bologna, 8. IV, T. 6).
20. Sopra una formula di Hermite. (Rend. R. Accad. Lincei).
21. Note sur une intégrale définie. (Acta Mathematica, T. 7).
22, Une formule dans la théorie des fonctions. ((jf\'el'sigt af k. Ve-
tenskaps-Akademiens Forhandlingar, n.® 6, Stockholm),
L Sopra una trasforinazione delle equazioni differenziali lineari in
equazioni alle differenze, e viceversa. (Rend. R. Ist. Lombardo).
24 Studi sopra aleune operazioni funzionali. (M. Bo., IV, T. 7).
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1887

1888

25,
26.

27.

28.
29.

30.

41.
42,

43,
44.
45.
46,

47.
48.

49,
50.

51.
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Aleune osservagioni sui polinomi del prof. Appel. (R. Li.).
Costruzioni di nuove espressioni analitiche atte a rappresentare
funzioni con un numero infinito di punti singolari. (R. Li.).
Sur certaines opérations fonctionnelles représentées par des inté-
grales définies. (Acta Mathematica, T, 10).

Sull’ inversione degli integrali definiti. (Rend. R. Ist. Lombardo).

Della trasformazione di Laplace e di alcune sue applicazioni.
(Mem. R. Accad. Scienze di Bologna, S. IV, T. 8).

Sul confronto delle singnlarita di due funzioni analitiche. (Rend.
R. Accademia Lincei).

. Sur une geénéralisation des fonctions eulériennes. (Comptes Ren-

dus, 23 janvier).

. Sopra certi integrali definiti. (Rend. R. Accad. Lincei).
. Sulla risoluzione dell equazione funzionale Zhyp(x -+ ay) ==f(x), @

coefficienti razionali. (Mem. R. Ace. Sc. di Bologna, 8. IV, T. 9).

. Sur la nature arithmeétique des coefficients des séries intégrales

des équations différentielles linéaires. (Crelle’s Journal fiir d.
reine u. angew, Mathematik, T. 103).

. Sulla risoluzione dell’ equazione Zhyp(x +-oy) ==f(x) a coefficienti

costanti. (Rend. R. Accad. Scienze di Bolognay.

. Sulla risoluzione dell’ equazione funzionale Xhyp(x -+ ay) = £(x), a

coefficienti costanti. (Mem. R. Ace. Sec. di Bologna, 8.1V, T. 9).

. Sulle funzioni ipergeomelriche generalizzate. Note 1% e 2%, (R. Li.).
. Sul carattere aritinetico dei coefficienti delle serie che soddisfano

ad equazioni differenziali o alle differenze. (R. Pa., T. 2).

. Una trasformazione di serie. (Rend. Cire. Mat. di Palermo, T. 2).
. Sur le développement d’une fonction analytique en série de poly-

nomes. (Comptes Rendus, 17 décembre).

I sistemi ricorrenti di primo ordine e di secondo grado. (R. Li.).

Nuove osservazioni sui sistemi ricorrenti di primo ordine e i
secondo grado. (Rend. R. Accademia Lincei).

Quelques applications des fractions continues. (C. R., 29 avril).

Alcuni teoremi sulle frazioni continue. (Rend. R. Ace. Lincei).

Sur les fonctions continues algébriques. (Annales Scientifiques
de I’ Ecole Normale Supérieure, 8. I1I, T. 6, Paris).

Su alcune forme approssimate per la rappresentaoione di fun-
zioni. (Mem. R. Accad. Scienze di Bologna, S. IV, T. 10).

Di un’ estensione dell’ algoritmo delle frazioni continue. (R. Lo.).

Su alcuni integrali particolari delle equazioni differenziali li-
neari non omogenee. (Rend. R. Accademia Lincei).

Sulla trasformazione di Heine. (Rend. Cire. Mat. Palermo, T. 4).

Sulla - rappresentazione approssimata delle funzioni mediante
irrazionali quadratici. (Rend. R. Istituto Lombardo).

Saggio di una generalizzazione delle funzioni continue algebriche.
(Mem. R. Accad. Scienze di Bologna, S. 1V, T. 10).

. Un sistema &’ integrali ellittici considerati come funzioni del-

U invariante assoluto. (Rend. della R, Acead. dei Lincei).
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Sulla generalizzazione delle frazioni continue algebriche. (Annali
di Matematica, S. I, T. 19).

. Una nuova estensione delle funzioni sferiche. (M. Bo., V, T. 1).
55.

Sopra certe superficie razionali che s incontrano in questioni
d’analisi. (Rend. R. Istituto Lombardo).

Sulla generalizzazione delle funzioni sferiche. (R. Bo.).

Un teorema sulle frazioni continue. (Rend. R. Accad. Lincei)."

Sopra una trasformazione nelle equazioni dzﬁ’erenzwlz lineari.
(Rend. R. Istituto Liombardo).

Sulle forme differenziali lineari. (Rend. R. Accad. Lincei).

Contributo all’integrazione delle equazioni differenziali lineari
mediante integrali definiti. (M. Bo., V, T. 2).

Sur la génédration des systémes récurrents au moyen d’ éguations
différentielles. (Acta Mathematica, T. 16).

. Applicazione alla geometria di un’osservazione di aritmetica.

(Rend. R. Accad. Scienze di Bologna).

. Sull’interpolazione. (Mem. R. Ace. Sc. di Bologna, 8. V, T. 3).
. Sulle serie di potenze. (Annali di Matematica, S. IT, T. 21).
. Considerazioni geometriche sul numero delle radici reali di una

equazione algebrica. (Rivista di Matematica, Torino).

. Sur les séries de fonctions. (Jornal de Sciencias mathematicas

e astronomicas, Coimbre).

Sulle equazioni alle differenze. Nota 17. (Rend. R. Ace. Lincei).

Sulle equazioni alle differenze. Nota 2% (Rend. R.-Acc. Lincei).

Contributo alla generalizzazione delle frazioni continue. (Mem.
R. . Accad. Scienze di Bologna, 8. V, T. 4).

I’ Algebra delle forme lineari alle differenze. (R. Bo.).

Delle funzioni ipergeometriche, e di varie questioni-ad esse atti-
nenti. (Giorn. Matematiche Battaglini, T. 82).

L’ Algebra delle forme lineari alle differenze. (M. Bo., V, T. b),

Sulle operazioni funzionali distributive. (Rend. R. Ace. Lincei).

Sulle operazioni distributive commutabili con una operazione
data. (Rend. R. Accad. Scienze di Torino). .

Sulle soluzioni coniugate nelle equazioni differenziali e alle
differenze. (Rend. R. Accad. Lincei).

Sopra alcune equazioni simboliche. (Mem. R. Acc. Sc. di Bologna).

Della validita effettiva di alcuné sviluppi in serie di funzioni.
(Rend. R. Accad. Lincei).

Sullo spirito aritmetico nella Matematica. Traduzione di un opu-
scolo di F. Klein. (Rend. Cire. Matem. di Palermo, T. 10).

Le operazioni distributive e le omografie. (R. Lo.).

Operazioni distributive: Uintegrazione successiva. (R. Li.).

Operazioni distributive: le equazioni differenziali lineari non
omogenee. (Rend. R. Accad. Lincei).

82. Résumé de guelques résultats relatifs & la théorie des systémes

récurrents . de fonctions. (Mathematical papers, International
mathematical Congress, Chicago). "
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Sulle equazioni differenziali lineari non omogenee. (R. Bo.).
Cenno sulla geometria dello spazio funzionale. (R. Bo.).
Commemorazione di C. Weierstrass. (R. Bo.).

Sulle serie procedenti secondo le derivale successive di una fun-
zione. (Rend. Cire. Matem. di Palermo, T. 11),

Sulla generalizzazione del determinante wronskiano. (Rend.
R. Accademia Lincei).

Appunti di calcolo funzionale distributivo. (R. Lo.).

Mémoire sur le calcul fonctionnel distributif, (Mathematische
Annalen, T. 49).

Sul concetto di piano in uno spazio ad infinite dimensioni.
(Rend. R. Accad. Scienze di Bologna).

Sul confronto delle singolarita di due funzioni analitiche.
{Rend. R. Accad. Scienze di Bolognaj.

2. Di uw’estensione del concetto di divisibilitd per un polinomio.

(Rend. R. Accad. Lincei).

Sull’ operazione aggiunta. (Rend. R. Accad. Sclenze di Bologna).
Sulla risoluzione approssimata delle equazioni alle differenze.
(Rend: R. Accad. Lincei).

Sur la transformée d’ Euler. (Crelle’s Jour. fiir Mathem., T. 119).
Pour la bibliographie de la théorie des opérations distributives.
(Bibliotheca Mathematica, Stockholm).

Sur les séries de prissances toujours divergentes. (C.R.,13 fevrier).
Di un’ equazione funzionale simbolica e di alcune sue conse-
guenze. (Rend. R. Accad. Lincei).

A proposito di un recente teorema del sig. Hadamard. (R. Bo.).
Sulle singolaritc di una funzione composta con due funzioni
date. (Rend. R. Accad. Lincei).

Sopra un problema d’interpolazione. (R. Pa., T. 14).
Commemorazione di B. Beltrami. (Rend. R. Acc. Sc. di Bologna).
Sulla continuita delle funzioni. (Rend. R. Acc. Sc. di Bologna).
Sulla scomposizione di una forma differenziale lineare in un
prodotto di operazioni. (Rend. R. Accad. Scienze di Bologna).

. Di alcune operazioni atte ad aggiungere o togliere singolarita

in una funzione analitica. (Annali di Matematica, S. ITI, T. 4).
Commemorazione di Ch. Hermite. (Rend. R. Ace. Sc. di Bologna).
La trasformazione di Laplace e le serie divergenti. (R. Bo.).
Sulle serie di fattoriali. Nota 1%, (Rend. R. Accad. Lincei).
Sulle serie di fattoriali. Nota 2%, (Rend. R. Accad. Lincei).
Sulle derivate ad indice gualunque. (M. Bo., V, T. 9).

Alcune formule @i analisi combinatoria. (G. Ba., T. 40).

Di una nuova operazione funzionale e di qualche sua applica-
zione. (Rend. R. Accad. Scienze di Bologna).

Sapra 1w’ estensione delia formada di Taylor nel calcolo delle
sperazioni. (Rend. R. Acead. ¥oiouze (i Bologna).

Sur U approximation des fonctians par des irrationnelles qua-
dratiques. (Comptes Rendus, 9 novembre).
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Sulla sviluppabilita di una funzione in serie di fattoriali.(R. Li.).
Sulle funzioni meromorfe. (Rend. R. Accad. Lincei).

Sur une série d’ Abel. (Acta Mathematica, T. 28).

Sui limiti della convergenza di alcune espressioni analitiche.
(Rend. R. Accad. Scienze di Bologna).

Sugli sviluppi asintotici e le serie sommabili. (R. Li.). )
Risoluzione di una classe di equazioni funzionali. (R. Pa., T.18).
Sur les fonctions déterminantes. (Annales Scientifiques de I’ Ec.
Normale Supérieure, S. IlI, T. 22),

Studio sopra wn teorema di- Poincaré relativo alle equazioni
ricorrenti. (Rend. R. Accad. Seienze di Bologna).

Sulle equazioni funzionali lineari. (M. Bo., V1, T. 3).
Funktionaloperationen und -gleichungen. (Encyklopiidie der
math. Wissenschaften, T. II,, H. 6).

. Sulle equazioni funzionali lineari. (Rend. . Accad. Lincei).
3. Sulle singolarita di una funzione che dipende da due funzioni

date. (Rend. R. Acecad. Lincei).

7. Sull inversione analitica degli integrali definiti. (R. Bo.).
. Sull’ inversione degli integrali definiti. (Mem. della Soc. Italiana

delle Scienze, detta dei XL, S. III. T. 15).

Sopra U estensione agli sviluppi asintotici di un feorema del
siy. Hurwitz. (Rend. R. Accad. Lincei).

Sulla teoria dei limiti. (Periodico di Matematica).

Sui fasci di omografie. (Rend. R. Istituto Lombardo).
Commemorazione di F. Ruffini. (Rend. R: Aecc. Sc. di Bologna).
Spigolature nel campo delle funzioni determinanti. (Atti del
Congresso Internazionale di Matematica, Roma).

Alcune osservazioni sulle funzioni determinanti. (R. Bo.).
Sopra certe equazioni integrali. (Rend. R. Accad. Linecei).
Sul concetto di divisibilita in generale. (R. Bo.).

Sopra un’ estensione del concetto di divisibilite. (G. Ba., T. 48).
Sopra alcune omografie dello spazio funzionale. (R. Li.).

Sugli studi per la laurea in matematica e sulla Sezione delle
Scuole di Magistero. (Commissione internazionale per 1’ inse-
gnamento matematico, Genova).

Appunti di Caleolo funzionale. (M. Bo., VI, T. 8).

Lo spazio funzionale e le sue omografie. (Giorn. di Matem., . 50).
Alcune osservazioni sopra i sistemni di funzioni associate e sopra
un gruppo di operazioni lineari. (M. Bo., VI, T. 9).

Lguations et opérations fonctionnelles. (Encyclopédie des Scien-
ces Mathématigues, T, I1, Paris-Leipzig).

Recensione dell’opera: Theorie der [ inearen Differenzengleichun-
gen di WALLENLBERG ¢ (GGULDBERG. (Bollettino di Bibliografia
matematica, Grenova).

Conmemorazione (i C. Arzeld. (Rend. R. Acc. Se. di’ Bologna). v
Sulle operazioni lineari, e sulla teoria delle equazioni integrali.
{Rend. R. Acceademia Lincei). .
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Quelques remarques sur les fouctions déterminantes. (Acta Ma-
thematica, T. 36).

. Sull’ operazione aggiunta (i Lagrange. (Ann. Mat., S. I1T. T. 21).

Alcune osservazioni alla Memoria: « Appunti di Calcolo fun-
zionale. (Rend. R. Acead. Scienze i Bologna).

Un’ applicazione de'la convergenza in media. (R. Li.).

Sulle serie di fattoriali generalizzate. (R. Pa., T. 37).

Alcune osservazioni sull’ iterata di wna funzione data. (R. Bo.).
La Matematica e il futuro. Discorso inaugurale. (Annuario della
R. Universitdh di Bolognal.

. Il Calcolo delle probabilite e U intuizione. (Rivista « Scientia ».

Milano).

Sopra alcuni nuclei analitici. (R. Bo.).

Appunti su alcuni problemi d iterazione. (R. Bo.).

Sulle catene di radicali quadratici. (R. Bo.).

Sulle catene di radicali quadratici. (Rend. R. Acc. Se. di Torino).
Sulle radici reali delle equazioni iterate di un’ equazione qua-
dratica. (Rend. R. Accademia ILincei).

La crisi della Scuola media. (Rivista pedagogica, Roma). N
Conmmemorazione di U. Dini. {Periodico di Matematica).
Commemorazione di Eugenio Elia Levi. (Seminario Matematico
dell’ Universitdh di Roma).

Sull’ iterazione della funzione x*—a. (Rend. R. Acead. Lincei).
Un teorema sull'iterazione della funzione quadratica. (R. Bo.).
Sull iterata di un polinomio razionale infero. (R. Bo.).

L’ iterazione completa di x*—2. (Rend. R. Accad. Lincet).

Sulla funzione iterata diuna razionale intera. Nota 1%. (Rend.
~

R. Accademia Lincei). .

Sulla funzione iterata di una razionale intera. Nota 2%, (Rend.
R. Accademia Lincei).

Sopra alcune equazioni funzionali. (Rend. R. Accad. Lincei).
Sobra la itéracion analitica. (Rivista matematica hispano-ame-
ricana, Madrid).

Sulla preparazione degli insegnanti. (Riv. pedagogica, Roma).
Comnemorazione di 4. Razzaboni. (R. Bo.).

Uw’ interpretazione geometrica ed un’estensione della divisibi-
litgp. (Periodico di Matematica).

~ Sur une équation intégrale dans le domaine complexe. (Com-
ptes Rendus, 6 juin).

5. Spigolature nel campo del Caleolo funzionale. (Atti della So-

cieth Italiana per il Progresso delle Scicnze),

. Struttura di uno spazio invariante nella teoria delle opera.

zioni lineari. (Rend. R. Accad. Scienze di 2ologna).

. Recensione dell’opera: Darstellung wnd Begriinduny einiger

neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie di E. Laxpar. 1ot
Unione Matematica Italiana).
Sulle operazioni lineari permutabili colla derivazicene. (R. Bot.
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Operazioni funzionali permutabili colla derivazioue. (Bollet-
tino dell’Unione Matematica Ttaliana).

Recensione dell’opera: Einfiihrung in die Theorie der alge-
braischen Funktionen di H. W. E. Junc. (Boll. Un. Mat: Ttal.).
Sulle funzioni trascendenti semplici. (Rend. R. Accad. Lincei).
Ancora sulle funzioni trascendenti semplici. (R. Li.).

Su una separazione di singolaritd in una funzione analitica.
(Rend. R. Accademia Lincei).

Sulla generalizeazione di alcune trascendenti classiche. (R. Bo ).
Relazione del Presidente dell’ Accademia di Bologna nella ceri-
wmonia solenne regale del 12 Giugno 1925. (Supplemento alle
Memorie della R. Accademia delle Scienze di Bologna).

Di aleune trasformazioni funzionali. (Rend. R. Accad. Lincei).
Notice sur les travaux de S. Pincherle. (Acta Mathematica).
Sur la vésolution de U équation fonctionnelle Zhyp(x -+ ay) == f(x).
(Acta Mathematica, T. 48).

Sulle serie di potenze negative di una variabile. (R. Bo.).

I1 calcolo delle differenze finite. (Boll. Unione Matemat. Ital).
Una classe speciale di forme differenziali lineari d’ ordine in-
finito. (Rend. R. Accademia Scienze di Bologna).

. Recensione dell’opera: Lecons sur les familles normales di

P. Mo~nTEL. (Boll. Unione Matematica Italiana).
Sulle operazioni funzionall lineari. (Conferenza al Congresso
Internazionale dei Matematici di Toronto, Canada).

. Discorso d’ apertura del Congresso Internazionale dei Mateina-

tici, Bologna.

. Recensione dell’opera: Les espaces abstrait di M. FRECHET.

(Bollettino dell’ Unione Matematica Italiana).

Recensione dell’opera: Lecons sur Uintégration. di H. LEBE-
SGUE, 2% ediz. (Boll. dell’ Unione Matematica Italiana).
Recensione dell’opera: Lecons sur les équations linéaires aux

© différences finies di N. E. Noruvuxp, (Boll. Un. Mat. Ital.).

Operazioni funzionali lineari e sviluppi dello zero. (R. Li.).
Una generalizzazione della divisibilita algebrica. (Rend. del
Seminario Matematico di Milano).

Commemorazione di Francesco Brioschi. (Memorie della Societa
Italiana delle Scienze, detta dei XL).

Sopra un’estensione del concetto di divisibilita. (Rend. del Se-
minario Matematico di Milano).

Osservazioni sulla trasformazione di FEuler-Lindeléf. (R. Bo.).
Recensione dell’opera: Darstellung und Begritndung einiger
neueren Ergebnisse der Funktionentheorie di B. Laxpav. (Boll.
Unione Matematica Italiana).

Sui coefficienti di fattoriali. (Aunali di Matematica, 8. 1V,
T. VIL).

Suile serie ordinate per potenze successive dell’ integrazione.
(Rend. R. Accademia Scienze di Bologna).
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Osservazione sopra una classe di operazioni lineari. (Atti Con-
gresso Internazionale Matematici, T. IT1I, Bologna).
Recensione dell’opera : Integralgleichungen di G. KOWALEWSKI.
(Boll. Unione Matematica Italiana).

Sullo scarto della permutabilita nelle operazioni lineari. (R. Bo.).
Sopra uno speciale operatore Iltneare, (R. Li., Note I, I1, 111).
Le funzioni analitiche da un punto di vista elementare. (Enci-
clopedia Matem. Elementare, Vol. 1, Parte II).

Sulla permutabilita negli operatori lineari. (Atti Societi Ita-
liana per il Progresso delle Scienze).

Commemorazione di Giuseppe Vitali. (Rend. R. Accad. Lincei).
Un’ applicazione del metodo simbolico. (Bollettino Unione Ma-
tematica Italiana).

Recensione dell’ opera: Legcons sur les fonctions entiéres. di
P. MoxteL. (Boll. Unione Matematica Italiana).
Generalizzazione della teoria delle equazioni differenziali lineari
a coefficienti costanti. (Mem. RR. Ace. Scienze di Bologna).
Operatori normali di rango wno nello spazio delle serie di po-
tenze. (Rend. R. Accademia Scienze di Bologna).

Operatori lineari a coefficienti di fattoriali. (. Bo.).

Sulla iterazione della operazione xD. (Boll. Un. Mat. Ital.).
Recensione dell’opera: Theorie of Matrices di Mac DUFFrEE.
(Boll. Unione Matematica Italiana). ‘

. Su una decomposizione in fattori degli operatori normali. (Rend.

R. Accademia Scicnze di Bologna).

. Alcune osservazioni sugli operatori normali nello spazio delle

serie di potenze. (Rend. R. Accad. Scienze di Bologna).

. Recensione dell’opera: Topologie I di C. KuraTowskl. (Boll

Unione Matematica Italiana).

. Una generalizzazione del concetto di divisibilita. (Boll. Unione

Matematica Italiana).

Recensione dell’opera: Enzyclopddie der Elementar Mathematilk
di WeBER-WELLSTEIN. (Boll. Unione Matematica Italiana).
Recensioni di alcuni fascicoli della Collezione Hermann : Exposés
de mathématiques di P. Dusreir, R. Bravugr e J. von NEU-
MANN. (Boll. Unione Matematica Italiana).

Recensioni delle opere: Cours de Géometrie, T. 11, di R. EsTivE
et H. MiravLrr; Lecons d’algébre et de Géométrie di R. GaRr-
NIER. (Boll. Unione Matematica Italiana).

Le dilatazioni nello spazio di potenze. (Annali di Matematica,
S. IV, T. XIV).

Recensioni delle opere: Interpolation and Ap, roximation by
rational Functions in the complex domain di J. L, WaLs;
General Analysis di BE. H. Moore; Séries de Fourier et classes
quasi-analytiques de fonctions di S. ManpELBROJT. (Bollettino
“Unione Matematica Italiana). -

Un operatore normale e la divisibilita. (R. Bo.).
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1986 - 230. Sulla permutabilitc negli operatori lineari. (Boll. Unione Ma-

233,
234,
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238,
239.

240.
241,
2412,

243,
244,
245.

tematica Italiana).

- 231, Contributo alla teoria degli operatori lineari. (Annali di Mate-
matica, 8. IV, T. XV).

- 282, Alcune osservazioni sulle serie di potenze del simbolo di deri-
vazione. (Scritti matematici offerti a Lu1c1 BERZoLARi).

MANUALI HOEPLI (Milano\.

Algebra elementare.

Geometria pura elementare.

Geometria metrica e geometria.

Esercizi sull’ Algebra elementare.

Esercizi di geometria elementare.

Adlgebra complementare: Analisi algebrica.
Algebra complementare : Teoria delle equazioni.

EDIZIONI ZANICHELLI (Bologna).

Lezioni di Algebra elementare,

Elementi della Adritmetica.

Lezioni di Algebra complementare: 1. Analisi algebrica. - I1. Teoria
delle equazioni. v

Lezioni di Calcolo iafinitesimale.

Le operazioni distributive fin collaborazione con U. AmALDI).

GTi elementi della teoria delle funzioni analitiche.



