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Sulla derivazione di ordine superiore delle funzioni composte.

Nota 2¢ di ANTONIO MAMBRIANI (a Bologna).

Sunto. - Continuando quanto si espose nella Nota 17 (v. questo « Bollettino »,
vol. XITI (1934), pp. 217-222), si danno tre espressiont diun simbolo del-
» AMALDI. Si giunge cost a stabilive, per le derivate di ordine superiore
di una funzione composta con quante si vogliono variabili sia intermedie
che indipendenti, le espressioni analoghe a quelle dale da R. Horre e
da U. H. MEYER per le derivate di ordine superiore delle piiv semplici
funzioni composte, cioé delle cosi dette funzioni di fungione. Si rimanda
ad una Nota 3¢ il completamento dell argomento.

4. La formula (5) della Nota 1" (), per la definizione stessa a‘ix
moltiplicazione binomiale (?), si serive piul estesamente:

7 81 s, V H =
( ) 1 " Sysoey S
%4 %n : S
o« o o " i n
1Y, %y — 4 " Kgy—7 (s Ty,
= Y [ )—w T Y .)(—yn) ntn L UARE L
7'1 y 7/ pxsl gxbm 1
0.’.___0 ,)."___0 PR

(") V..questo volume del « Bollettino », pp. 217-222. Nella presente Nota
si continua la numerazione progressiva degli articoli e delle formule della
Nota precedente. Colgo I’ occasione per indicare tre « errata » della Nota 1*:
pag. 219, riga 11 dal basso, in luogo di « forma della» scrivere « della forma »,

» 219, » 4 o» » » «Bd. I» » «IIBd., ITeil»,

» 220, » 11 dall’alto, in luogo di
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\ Rimando, poi, ad una Nota 3% il completamento dell’ argomento.

(%) Nella Nota 1* le moltiplicazioni binomiali e isobariche sono state
indicate con un punto piuttosto grande; non vi & pero alcun mutamento
nelle definizioni di tali moltiplicazioni : date due successioni m-uple,
[as“..., sm]’ [bsl,..., Sm]’ dove gli indiei Syyees S variano a partire dal

valore zero, si chiama loro prodotfo isobarico la successione di termine

generale .
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si chiama loro prodotto binomiale la successione di termine generale
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la quale non & che la (5') seritta pitt estesamente (in base alla
definizione di moltiplicazione isobarica). ‘
Sostituendo, nella (3), una di queste espresswm del 81mbolo
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superiore d1 una funzione composta generale

del’AmMALDI, si oftiene, per la demvazlone di ordme
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la formula: ,
8 R | as,+...—+~smf B a“‘f""""“nf i ‘ ‘ P
3&38‘ sacSm - oyt .. pytn =t A :
™ a OY " 0Y" =0
. Z (— y )m—ﬁ o (— g, )20 Sartetsy, y:'i y:;n -
r,=0 - rl) !\’f‘ (a‘n - rn)! Bx'f‘ oo axf':” r, L rn! ’

dove nel secondo membro la sommatoria relativa ad « va estesa a
tutti i possibili sistemi di numeri interi, positivi o nulli, Apyeeey Ty
tali-che sia o, 4+ .. 4+, <8 +..+3,.

La (8) da 1a completa. genera.hzzazmne della nota. formulg:per
una funzione di funzmne ’
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Ecco, in ordine di tempo, diversi Autori che Sl _8ono  occupati
di (9) e di sue generalizzazioni:
Nel 1845 R. HorpE (%) stabill, e sembra per prlmo, la formuua (9).
Nel 1847 U. H. MEYER (), senza avere a conoscenza il lavoro prece-

¢) R. HOPPE, Theorie der independenten Darstellung der. hiéheren Diffe-
rentialquotienten, Leipzig, 1845. Cfr., in particolare, pag. 88, formula (5).
Vedasi pure, dello stosso Autore: Ueber independente Darstellung der hi-
heren Differentialquotienten, « Math. Annalen », Bd. 4 (1871), Jp. 86-87. . .

() U. H. MEYER, Sur les dérivdes d’ une fonct'wn de foncfi‘on, « Archiv
d. Mathem. und Physik » (Herausgegeben von J. A. Grunert), Theil IX
(1847), pp. 96-100. Cfr., in particolare, pag..98, formula (9).

<
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{i‘ente di R. Hoppe, ristabill la (9) mediante un elegante artificio
eI’ applicazione della serie di 'Taylor (il Meyer cita soltanto un .
lavoro precedente di O. Schlémilch relativo alla derivazione suc-
cessiva di particolari funzioni di funzione). Nel 1857 O. ScHLS-
MILCH (%) .indicd una dimostrazione elementare della . (9) serven- -
dosi, per funzione ausiliaria, della potenza ad esponente intero
della y(x). Nel 1864 P. TARDY (%) riprese la formula (9) di Hoppe
(« formula molto notevole », come egli dice) e ne diede una gene-
ralizzazione alla funzione composta f(y;(®), #,(x)): tale generalizza-
zione non coincide, perd, col caso particolare che discende dalla
nostra formula (8) sopra stabilita; la formula di Tardy ¢ alquanto
pit complicata e si presterebbe male ad essere ulteriormente ge-
neralizzata. Nel 1875 F. Mossa (7) cercd di dare la generalizza-
zione delle formule di Hoppe e Tardy al caso della funzione com-
posta f(y,(x), ..., ¥,(«)), ma il risultato ottenuto non @& soddisfacente.
"Nel 1879 O. ScHLOMILCH (%) ritornd sulla formula (9), deducendola
a mezzo della funzione esponenziale e¥. Nel 1924 F. SBrANA (7)
riprese questo ultimo metodo dello Schlsmilch, e, senza conoscere
quanto gid avevano fatto il Tardy e il Mossa, generalizzd la (9)
alla f(y,(x), ys(x)): il risultato dello Sbrana non coincide perd con
quello del Tardy, esso ci di invece (salvo insignificanti modifiche)
il caso particolare che segue dalla nostra formula (8) quando si
‘ponga m=1, n=2; lo Sbrana osserva, poi, che lo stesso proce-
dimento si pud applicare pilt in generale alla funzione composta
F, (@), . s Yo(x)). Nel 1924, pure, 1. J. Scawarr (1% ritrovd ancora,
come nuova, la (9) e ne diede diverse dimostrazioni. Nel 1929

(%) O. ScuLoMILCH, Zur Theorie der hoheren Differentialquotienten, « Be-
richte iiber die Verhandlungen d. k. stichs Gesellschaft der Wiss. zu
Leipzig », Bd. IX (1857), pp- 163-180. Lo stesso lavoro si trova integral-
mente riportato sotto lo stesso titolo in « Zeitschrift fiir Mathem. und
Physik », Jahrgang III (1858), pp. 656-80.

) P. Tarvy, Sulle derivate di ordine superiore delle fungion? composte,
« Giornale di Matem. di Battaglini », vol. I (1864), pp. 78-77.

() F. Mossa, Sulla derivazione successiva delle funzioni composte, « Gior-
nale di Matem. di Battaglini », vol. XIII. (1875), pp. 175-185. Cfr., in par-
ticolare, la pag. 185. '

(®) O. ScHLoMILCH, Compendium der hoheren Analysis, Bd. II (1879),
II Aufl, pag. 4 e seguenti. o L .

(%) F. SBraNa, Sulle derivate di ordine superiore delle funzioné com-
poste, « Bollettino Unione Matem. Ttaliana », vol. IIT (1924), pp. 65-67.

(19 1. J. ScHWATT, 4n introduction to the operations with series, Phila-
delphia, 1924, Cfr., in particolare, pag. 12, formula (88), e le pp. 18-17.
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0. PERRON (11} diede una dimostrazione di (9) — che attribuisce
allo Schwatt — mediante la serie di Taylor, riallacciandosi, senza
saperlo, alla dimostrazione di U. H. Meyer del 1847; il Perron,
perd, completa il easo in cui le funzioni considerate non sono ana-
litiche coll’applicare la formula di Taylor.

5. Si vede facilmente -che la (7) si pud scrivere in una delle
due forme seguenti :
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dove in (10) le ¢,,..., ¢, sono costanti (rispetto a x,,..., ,) durante
la derivazione e a derivazione eseguita vanno sostituite ordinata-
mente con ¥,,.., Y,, © in (11) le h,,..., b, sono variabili durante
la derivazione e a derivazione eseguita vanno sostituite tutte con
lo zero.

.Sostituendo in (8) le espressioni di H date da (10) e da (11) si
ottengono, per la derivazione di ordine superiore della funzione
composta generale (2), le due formule seguenti: :
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() O. PERRON, Ueber eine Formel des Herrn Schwatt, « Mathem. Zeit-
schrift », Bd. 31 (1929), pp. 168-159. '
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Queste formule sono, rispettivamente, le naturali generahzza-
zioni delle dne seguent1 per le funzioni di funzioni:

d 1 d*f(y)
(14 ) = Zo“' T =]

(c = costunte durante la derivazione),

(15) dia; flylew) = Z—o i' a*f(y) [ | Yl + h) — ylx) saJ ’ »

La (14), salvo una piccola semplificazione da me apportata,
venne pure indicata da R. Hoppe (1845 ('?)); la (15) venne invece
stabilita da U. H. Meyer (1847 (%) e ripresa poi dallo Schldmilch
(1857 (“))

. (*®) Loe. cit. in (3).
(13) Loc. cit. in (% ; cfr in tale Iavoro, Ia pag 98, formula (7)
- (") Loec. cits in-@), - - '



