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PICCOLE NOTE

Su certe serie di potenze.

Nota di G. Vivanti (a Milano).

Sunto. - Si danno dimostrazioni semplici di alcuni notevoli risultati rela-
tivi alle funzioni razionali generati dalle serie i potenze Znmzn,

L'ing. J. BaBix1 () ha stabilito alcune proprieta notevoli delle
funzioni vazionali aventi ¢ome elementi generatori le serie di po-
e .
tenze = n"z" (m intero positivo). I risultati da lui trovati si pos-
n=1 .

‘sono ottenere in modo piii semplice come segue
Indichiamo con f.(2) la funmone razionale generata dalla serie

e

-di potenze 2 n;"z" Si trova:

n=1

f;; z—,17 fl(z):(l—j_zz,)w f()‘zu*_z')zs)’
21+ 42+ 2?) ' 21+ 11z + 1122+ 29)

fa(z):’_’(l—__Tf 42’)? {T—2p

‘Queste espressioni suggeriscono la formola generale :

, ’ N
{1) ‘ . ) fm(z) - (1'___%),,?[,

dove ¢,,(2) rappresenta un polinomio reciproco (eioé a coefficienti
simmetrici eguali) di grado m— 1 avente il primo (e quindi anche

(1) « Boletin del Seminario Matematico (Algentmo) », Tomb 3 1932 33,
pp- 163-178, 197-199 (la tabella -dei coefficienti contlene vari errori). V.
-anche: J. Rey PASTOR, ivi, pp. 174-180; H. Ory, « Rendic. Circolo Mate-
matico di Palermo», Tomo 54, 1930, pp. 866-370; M. AvLgs, ivi, p. 462.
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I’ ultimo) coefficiente —1 e gli altri reali e positivi, cioe tale che,
posto :

m—1 N
nz(z) =2z ath ’
h=0

-6

(2) amo - am’ m—1=— 17 all“l. — a’ma m—h~—1 > 0.
Vogliamo dimostrare la (1) per induzione completa.

o0
Osserviamo anzitutto che X n”*'z» & il prodotto di z per la
n=1

derivata di = n™z" donde segue, per note proprieth delle fun-
n=1
zioni analitiche, in tutto il piano:

ﬁn+l(z) = mel(Z).
Ora, supposta vera la (1), si ha:

’ (1 s z)[zA m )], + (,'n + 1)2?,"(2)
f:n (Z) (1__ Z)"’+2 ’

quindi :

m—1 , m—1 "
?I}l"‘l(z) - (1 - Z)’ EO(h -+ 1)@1"th + (/n?’ + 1) 2 amh =
=

m—1 m—1
=Z (h + 1) mhz + I (m h) mhzh_"l
h=0 h=0

m—1 m
=2 (h -+ l)amhzh -+ X (m—" h+ 1)am, h—lzh ==
h=0 h=1

— auzo +a

niy 1

m—1
2"+ Z[(h+Va,, + @m—h+La,, ",
=1

donde :
am—’-h 0= a’mO - 1’ a’m+ly m— amy m—1 — 1’

@iy, p = (b + 1)@, + (m—h+1)a,, .,

formola ricorrente per i coefficienti dei polinomi s,, che sono evi-
dentemente reali e positivi. Ne segue:

am+1, m—h — (m h + 1) ms m—h + (h -+ 1) m—h—1"
ossia, per la seconda della (2):

@1 m~n — (m_ h+ 1)“1»1 h—1 + (h + 1)a’mh = am-l—ly h >

da cui risulta che ¢, ,(2) & reciproco.
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