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Sulla validità dei teoremi della media nel Calcolo integrale.
Nota di C. Bonferroni (a Firenze).

Sunto. - L’A. mostra che ipotesi diverse da quelle ordinariamente formu­
late consentono di applicare ad un integrale di Riemann i teoremi 
della media parziale e della media di Bonnet, e, ad un integrale di 
Stieltjes, il teorema della media.

Mi propongo di indicare come alcune note relazioni fra inte­
grali e valori medi delle funzioni sottoposte all’operazione d’in­
tegrazione, continuino a valere quando, non verificandosi le con­
dizióni ordinariamente enunciate, ne siano verificate altre. Mi 
induco a pubblicare questa breve Nota, sia perchè i risultati pos­
sono riuscire di qualche utilità a chi debba operare con inte­
grali, sia perchè le relative dimostrazioni sono molto semplici ed 
elementari.

Anzi, per non venir meno a tale carattere di semplicità, pren­
derò in considerazione soltanto funzioni di una sola variabile, limi­
tate e integrabili nel senso di Riemann o di Riemann-Stieltjes, 
trascurando di proposito la generalizzazione a funzioni non limi­
tate, o sommabili, o integrabili secondo Lebesgtte ed a funzioni 
di più variabili. Tale generalizzazione, che in alcuni casi si pre­
senta facile, dà luogo a difficoltà specialmente per le funzioni di 
più variabili. Mi limito, quindi, ad accennare alla possibilità di 
tali ricerche.

1. Il teorema della media parziale. — Se f(x) e g(x) sono limi­
tate e integrabili-Riemann, esiste, sotto certe condizWnf, un va­
lore f, mediò fra quelli assunti da f(x) nell’ intervallo d’integra­
zione (ma non necessariamente assunto dalla funzione, se discon­
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tinua) e soddisfacente alla
b b

(t) ffgdx = ffgdx.

a a
Per calcolare il primo membro della (1), si può dividere (a, b] 

in n parti h{ e prendere in h{ un valore medio di f(x) e quel 
valore medio A di g(x) che rende (teorema della media) :

M =}gdx.

in

Ora, tutte le volte che risulti 
b

(2) - — ÀS /».F. - >fgdx

con X valore medio di f(x) in (a, 6), basterà far tendere a zero 
le per ottenere la (1).

La (2) sussiste, ovviamente, quando g(x) non cambia segno (e 
quindi non cambiali segno le g{ e le h,A), perchè in tal caso X è 
compresa fra la massima e la minima delle £ : è, questo, il caso 
ordinariamente considerato. Ma la (2) è valida anche in un altro 
caso.

Per intanto, suppongo che f(x) non decresca e che, per ogni x 
di (a, b) sia

( 3) 0 < jdx < ^gdx.

Posto
Pi — M; =^gdx 

hi 
dico che
(4)

La prima parte della disuguaglianza equivale a

0 < Pitti - A) = Spitfi - A-. + fi_! - fi-i +... 4- A - A) =
= {p, 4- ... 4-A.XA — A) -t- (P:< + - 4-JP j(A — A) 4- - -*-Pn(fn~ A.-1) 

la quale è certo soddisfatta, perchè —A > 0 e, posto = 
u hA ... -+- hi, perchè

Ò Xi

Pi+14-... 4-p„ —Pi 4-... 4-p„ — (a 4-... 4-2J,-) — > 0.
a a



Analogamente si verifica la seconda parte della (4), utilizzando 
la prima parte della (3). Se l’integrale di g(x) in (a, b) fosse nega­
tivo, basterebbe cambiar segno a g(x}, applicare la (1) e cambiar 
nuovamente segno : in tal caso la condizione per g(x) sarebbe :

(3') 0 ;> fgdx > Igdx.

a a
Se f(x) non crescesse, basterebbe cambiarla di segno per ren­

derla non decrescente ; si applicherebbe poi la (1) e, infine, si tor­
nerebbe a cambiar di segno. Occorre, in breve, che f(x) non cresca, 
oppure non decresca, cioè, come suol dirsi, che sia funzione mono­
tona o uni grada.

Concludendo : la (1) vale non soltanto quando g(x} non cambia 
segno (caso ordinario), ma anche quando

f(x) è funzione unigrada

I jgdx è compreso fra 0 e ^gdx.

2. Il teorema della media per l’integrale di Stieltjes. — 
Se f(x) è integrabile-Stieltjes rispetto a g(x) e se questa funzione 
vale A, B agli estremi di (a, 6), sotto certe condizioni è

b
O) jfdg(x) = (B-A)f

dove f è un valore medio di f(x) in (a, 6). Diviso F intervallo in n 
parti hi e detti gli estremi di hif occorre formare anzitutto

zpifi ; [Pi — g{x() -

essendo un valore medio di f(x) in : quando sia

(6)

con X medio di f{x) in (a, 6), si otterrà, al limite, la (5). Intanto, 
la (6) vale quando le p- non cambiari segno, cioè quando g(x) è 
unigrada, come d’ordinario si ammette ; ma si può anche supporre 
che sia unigrada la f(x) e che risulti (n. 1):

Pi -+-... -r- Pi compreso fra 0 e B — A, cioè
dipi) — » » 0 g B — A, »

» » A e B,
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Basta dunque supporre che g(x), per ogni n, sia compresa fra 
i valori estremi A, B.

Se f(x) è integrabile-Stieltjes rispetto a g(x), si può, in conclu­
sione, affermare che la (5) vale non solo quando g(x) è unigrada 
(caso ordinario), ma anche quando

I f(x) è funzione unigrada
s g(x) è compresa fra g(a) e g(b).

3. Il teorema della media di Bonnet. — Se f(x), g(x» sono inte- 
grabili-Riemann e se g(x) è compresa, nell’intervallo (a, b), fra a 
e B, vale, sotto certe condizioni, la formula

r> K b
(7) jfgdx — Ajfdx -+- ßjfdx fy.

Si cominci a supporre A — Aia), B = g(b). Per calcolare il primo 
membro della (7), si divida (a, b) in parti fe, e si prenda in j| 
valore gix^} e quel valore medio /'• di f(x) che rende

(8)

htfi — jfdx — F(x,) — F(xf_x} ; [f(x) =jf(x)dx, F(a) — oj.

lì>i Ct
Si tratta, dunque, di studiare il limite di

- Vd/CA-i) = 2 —
17identità

- Fix^)] + 2 F{xù[g(xì) - g(xt_J\ = 
b

— 5^(6) — ^#(a) — B^fdx

consente di scrivere la precedente sotto la forma [posto — gfa x
— afa-1)]: b . > —

2 h,MM,-,) = B^fdx — S F'ia-à •

Ogniqualvolta risulti
(9) 2 = XS — j1)

con À medio di jF(rr) in (a, 6), cioè della forma (notando che 
funzione continua) : .
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la (8), al limite, darà

r> d a
(7') jfgdx = Bjfdx — (B-A)jfdx

a a a

cioè la (7). Ora, la (9) sussiste quando le non cambiano segno, 
cioè quando g(x) è unigrada, secondo l’ipotesi ordinariamente for­
mulata ; ma anche quando è unigrada la F(x) e quando g(xt} è 
compresa fra 4 © B, cioè quando è tale g(x). È anche da notare 
che, cambiando A e> B in modo che g(x) non perda la necessaria 
proprietà, l’integrale (di Riemann) a primo membro della (7) non 
muta, perchè non ha effetto l’alterazione di due sole ordinate.

Quindi, possiamo concludere che la (7) vale non solo quando g(x) 
è funzione unigrada ed è compresa fra A e B (caso ordinario, in­
tendendo che sia se g(x) non decresce, A>B se non cresce),
ma anche quando

Jfdx è funzione unigrada ài x 

I*
\ g(x) è corppresa fra 4 e B.

In questo caso la f(x) deve avere integrale positivo (o nullo) 
in ogni parte di (a, d), oppure integrale negativo (o nullo) ; condi­
zione che si può esprimere brevemente dicendo che f(x) dev’ essere 
prevalentemente positiva, o prevalentemente negativa, nell’inter­
vallo (a, b).

4. Nel caso ordinario, supposta g(x) positiva, si può porre B = 0 
se essa non cresce, A = 0 se non decresce, ottenendo in corrispon­
denza (Bonnet)

b L b r>
(10) jfydx — Ajfdx ; jfgdx = B^fdx.

a a a £

Nell’altro caso, quando g(x) non muti segno si può annullare 
indifferentemente A oppure B ottenendo formule analoghe. Da 
queste, inversamenre, si deduce con noto procedimento la (7), la 
quale, pertanto, non è che una forma (di Weierstrass) del teo­
rema di Bonnet. -

Quando l’integrale di f in (a, x) sia integrabile-Stieltjes rispetto 
a g(x), una semplice integrazione (di Stieltjes) per parti permette 
di scrivere subito la (7') e quindi la (7).


