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Sulla derivazione di ordine superiore delle funzioni composte.

Nota 1* di AntoN10o MAMBRIANI (2 Bologna).

Sunto. - Continuando gli studi dei professori E. PascaL ed U. AmaLpi,
si danno diverse espressioni effeltive per le derivate di ordine superiore
delle funzioni composte con quante si vogliono variabili sia intermedie
che indipendenti. )

IL prof. BrNESTO PascAL in una notevole Memoria ('), sulla
teoria delle forme differenziali di ordine e di grado qualunque,
ha studiato incidentalmente I’ algoritmo della derivazione succes-
siva di una funzione composta f(y,(x,,..., )., Y (% ,..., x,)), con
uguale numero di funzioni intermedie e di variabili indipendenti.
11 Pascal ha osservato che si pud porre in generale:

n

I auf (jl...jp\'

(1)

- * ] “ee .L ’ N
dove il simbolo (‘ZL' ‘;;) rappresenta’ una certa somma di pro-

dotti di derivate delle y,,..., y,, e ha studiato le leggi rleorrentl
e le proprietad di tale simbolo. '

Diversi anni dopo, il prof. Uco AMALDI ha sviscerato (%) I’ algo-
ritmia della derivazione successiva di una funzione composta del
tipo piu generale,

2) F@s s 2,), ey Y1y ey )

(!) E. PascarL, La teoria delle forme differenéiali di ordine e grado
qualungue, « Memorie R. Acc. Lincei », serie V, Classe scienze fisiche,
matematiche e naturali, vol. VIII (1909-10), cfr. § 7. Vedasi anche dello
stesso Auntore: Su di un invariante simultaneo di una espressione ai diffe-
renziali totali di ordine qualunque e di uw’ altra alle derivate parziali,
« Rend. Ist. Lomb. », serie II, tomo 35 (1902), pp. 691-700; diverse Note
nei « Rend. R. Acc. Lincei », vol. XII (1903); Sulla nuova teoria delle
forme differenziali di ordine e grado gqualunque, < Atti IV Congresso inter-
nazionale dei Matematici del 1908 », vol. IT (pp. 138-143), Roma, 1909.

(?) U. AmavLp1, Sulle derivate successive delle funzioni composte di quante
si vogliono variabili, « Rend. Circolo Matem. Palermo », tomo XLII (1917),
pp. 94-115; Forme isobariche e cambiamenti di variabile, « &fornale di
Matem. di Battaglini », vol. L'VI-9° della 3* serie (1918), pp. 1-41. Lia prima
di queste due Memorle risolve completamente il problema della deriva-
zione successiva delle funzioni composte o fu redatta dall’ AMALDI senza
conoscere ancora gli studi del PascaL.
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{con m e n interi positivi qualsiasi). I’ Amaldi ha notato dapprima
che si pud scrivere in generale:

- Z .g,! v 8,1
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(3)
dove la sommatoria va estesa a tutti i possibili sistemi di » nu-
meri interi positivi o, in parte, nulli, =,,..., %,, tali che sia

0 <oy .ob2,<CS, + .o+ 8,

K yreey X .
e dove il simbolo H e % (3) rappresenta una certa funzione ra-

e 8,

zionale intera delle derlvate di #,,.., y,. L'Amaldi, poi, fondan-

. z .
dosi su alcune relazioni ricorrenti pel simbolo H L

’:” ed appli-
s S

cando la « teoria della partizione simultanea d1 un sistema di
pit numeri » (o Calcolo isobarico multiplo), ha mostrato chiara-
mente come si calcolano i vari termini di H, ponendo in evi-
denza che, dal punto di vista combinatorio, il grado di difficolta
della derivazione successiva delle funzioni composte dipende dal
numero delle variabili indipendenti, non da quello delle funzioni
intermedie.

Successivamente il prof. GIusEppr Usar ha fatto (f) un inte-
ressante raffronto fra i simboli del Pascal e dell’Amaldi; ha os-
servato che la formula (1) del Pascal ha una portata maggiore di
gquella prima supposta, essa vale, cioé, anche per una funzione
composta (2) di quante si vogliano variabili sia intermedie che
indipendenti; e ha posto in evidenza fra i detti siniboli il legame:

jl' ,][L\ Kyyoeey X
4 ‘!< =s,t..s, H " »
4) by ) *

- 84 ey Sy

v

ISy, ©==8 4 w4 8, =20 + o+ %)

Dopo questi studi, una domanda viene spontanea: E possibile

X

Syy ey 8 .
s” in luogo di H !’ ®m_ come mostra di pre-
"

Xysoeny Oy

(3) Si & scritto Hx“ -

8y
ferire I’ AMALDI nel secondo lavoro citato in (?) (cfr. in tale lavoro i ri-
chiami (8) e (‘®)): I’ opportunita, del resto, apparua chiar amente anche dalle
nostre considerazioni.

(Y) G. Usal, Relazioni tra i simboli del Pascal e i simboli dell’ Amaldi
nella teoria delle derivate di ordine superiore delle funzioni composte,
« Giornale di Matem. di Battaglini », vol. LIX-12° della 3% serie (1921),
pp. 3-12.
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determinare, pel simbolo del Pascal o delf Amaldi, espressioni espli-
cite tali che, sostituendo simili espressions in (1) o in (3), risultino,
per le derivate di ordine superiore di una\funzione composta gene-
rale (2), forme analoghe a quelle che si hanno per le derivate di
ordine superiore di una funzione di funzione? .

Oggetto del presente lavoro & di dare una risposta affermativa
a tale domanda. Si indicano diverse espressioni pel simbolo del-
U'Amaldi (le espressioni analoghe pel simbolo del Pascal si otter-
ranno a mezzo di (4)); sostituendo, poi, tali espressioni in (3), si
ottengono le diverse formule per la derivazione di ordine superiore
di una funzione composta generale (2): una di queste formule non
® altro che I’espressione analitica dell’algoritmo combinatorio sta-
bilito dal’ Amaldi per la derivazione successiva, e sard chiamata
formula di Amaldi. A questi risultati arrivo con rapidith e sem-
plicith applicando la mia Algebra delle successioni (°). )

11 presente lavoro & suddiviso in due Note: in questa Nota 1*
deduco le espressioni di H in simboli dell’Algebra delle succes-
sioni, nella Nota 2* passo alle espressioni in simboli ordinari. Per
ragioni di spazio dd solo un cenno delle dimostrazioni e solo
alcune indicazioni bibliografiche (%), rimandando per maggiori
particolari ad un eventuale lavoro piit esteso. In cid che segue si
pone, per brevita, ’
Mn (812055 ) ve=1,.... m).
p =Y, =Y Cv=1,..,m)
oxLe.. ox,m

1 m

1. E facile determinare espressioni del simbolo H;:”"': & del:
. ey Sm

PAmaldi coi ﬁrocedimenti dell’Algebra delle successioni: basta,
anzitutto, sfruttare il fatto che tale simbolo mon dipende dalla
natura di f come funzione delle variabili y,,.., ¥,, e partire da

una fforma della y®¢...y0n con p,, .., p, interi positivi generici.

() A. MAMBRIANT, Sull’ Algebra delle successioni, « Annali di Ma)té_ma-
tica pura e applicata », Memoria 1, serie IV, torho VIfI‘(1930), pp. 103-139;
Memoria II, serie IV, tomo IX (1931), pp. 25-56.

() Per la bibliografia si consulti: B. Pascaw, Esercizi critici di Calcolo
differenziale e integrale, Milano, Hoepli, 2* ed. (1909), cfr. pp. 107-108;
3% ed. (1921), cfr. pp. 110-112. A. Voss, Differential-und Integrgirechnung,
« Encykloptidie der Mathematischen Wissenschaften », Bd. 1, pp. 87-88.
U. Amavpl, loe. cit. in (?). Nelle mie ricerche ho trovato pia di cin-
quanta lavori sull’argomento, parecchi dei'quali saranno citati nella Nota
seguente. )
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@) Si pud scrivere (come si motiva subito cogli elementi del-
I’Algebra delle successioni):

bt
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dove mnel secondo membro si susseguono due moltiplicazioni bino-
miali multiple di ordine.- # e di indici p,,.., p,. Sviluppando, in
questa identita, I'ultima moltiplicazione binomiale (in base alla
sua stessa definizione), si ottiene:

( £, pn)_

{7Vi+'“+‘sm
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6961 . XY
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IR= a,=0 "’ n -
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I

la quale, confrontata con (3), ei da una prima espressione desi-
derata:

- x . 2,
J) s, !..8 .H re "o
( ! " 8paeeey Sy
asiﬂ‘n..-{»-sm i" oy By (
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dove nel secondo membro figura una moltiplicazione binomiale,
multipla di ordine n e di indici «,,..., «,.

b) Procedendo in modo un poco diverso,:si ricava invece
per H la espressione piu estesa (cid che, del resto, si pud fare
discendere da (5) mediante convenienti trasformazioni):

] Lgyorey & )
‘b) . S,!...SM.HS“ ? s"’:
. toey Sm

Sy ) e 8yr0eer 8 8 4y 8
y(‘ [ ERIIN] Su) __ ¥ 27.1) 1 n
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Streey 8y

35000 8, )'1’;)3‘»"-; L

Styerey Si) |
o 11/( 100y S ‘—ynss,, s Sl ,
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dove nel secondo membro compaiono delle moltiplicazioni bino-
miali multiple di ordine m e di indici s,,..., 8,,; ed 1 successivi
fattori si ottengono innalzando alle potenze « —esima,..., x,—esima
binomiale (multipla di ordine m e di indici s,...., 8,) rispettiva-

mente gli # termini generali, di suecessioni m-uple,

y(lsl Yoy sl’ll) —_— yl

Siyeny S,
yil!.’ bl m)__yngs“

3 .
Sygoeey S ’ » Sm

Tali successioni m-uple coincidono ordinatamente con quelle di fer-
mini generali: .
y(sl Jusey sm) (sl 1t s"‘l)
. yeers Y ,
ad eccezione del loro primo elemento che per queste ultime &, ordi-

natamente, y,,..., ¥,, mentre per le precedenti & sempre nullo

essendo ¢ =&, ..t comn g, =—1, ¢, —eg, ==¢;—=...= 0).
{ 8yyeey Sy 8y Sy ¢ ’ o1 2 3 )

2. Facendo intervenire in (5) e (6) i segni di moltiplicazione
isobarica, in luogo di quelli di moltiplicazione binomiale, si ha:

8, !..8,! e

=" 9 *n
(O) :xl! ™ GL"! Sgseeey Sy -
Sy 4.8, yon 3 %
—_— a ! T y - ” . (— yl) L. (—— yu) "
- oo S al..a,! 2, a,, et ’
’ Xyyooey Ay
) B
‘ (31: "5 Sm)” a‘)sp'"’ ™
— L J
Q w8,! Y su- s Sm 8y yeer 8,
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‘ | y(sl,..., Sp) tal)s‘,;., s,
o =y '
8yyiees am' 31!-.. Sm! y" Sgyeers Sy \

Nella (6') le derivate delle y,,..., 4, sono tutte divise pel pro-
dotto dei fattoriali dei rispettivi ordini di derivazione parziale,
proprio come figura costantemente nelle considerazioni dell’ Amaldi.

3. In virth della interpretazione delle operazioni bym(nmh e
isobariche mediante le serie, dal metodo, sopra indicato, di dedu-
zione delle nostre formule discende agevolmente ¢l mietodo tra-
scendente, molto laborioso, che 8i potrebbe segmre per dedurre le
formule stesse.
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Le (5) e (6”} interpretate colle serie danmno, rispettivamente,

had %y P
Z P % 4 no
847“'731111,! - "J.n!
Ngrorey a“:() .

e’ (yltf"‘“"”*‘?]ntn) bsi+"'+sm
== eylfi'+ ""+"yntn’

!
8 t..s,! P
1 ne
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Ay yeees X 8 S
He o pSe e =
Z Spyeny S 1 "

Sty 5,720
= [?jl(ml Ty x, +h,)— yl(xl oo xm)]x‘ "

* [?/n(xl -+ hl b xuz + hm) - ?/n(xl 3 ey xm']x” .

Dalle formule (5), (6), (b), (6) comseguono, poi, in modo sem-
plice relativamente alla generaliti della funzione composta (2) che
si considera, cinque tipi di espressioni pel simbolo dell’Amaldi,
non contenenti pilt notazioni dell’Algebra delle successioni: cid &
I' oggetto della prossima Nota 2%



