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Sulla eonvergenza uniforme delle serie di funzioni
semicontinue.

Nota di GiovannNt Riccr (d Pisa).

Sunto. - Si di una condizione sufficiente perché una serie convergente di
funzioni semicontinune converga wuniformemente. Quando in particolare

le funzioni siano continue si viene a generalizzare un classico teorema
del Dixi,

L. Sia w,(x), (n=1, 2, 3,...), funzione definita (e finita) in un in-
sieme chiuso E. Supponiamo che la serie () + wy{x) + 245(x) + ...
converga in ogni punto x di F e poniamo

o k
fle)= 2 u,(x), filx)=2u/ x).
n=1 n=1
Un classico teorema del DinN1 (V) ci dice: « Se: per n =1, 2, 3,..., u, (x)
& continua in E, w,(x) >0 in E, f(x) & continua in E, allora: la
sevie o (x) + u,(x) + ... converge uniformemente in % ».

In guesto enunciato la condizione u, (x) >0 (n =1, 2, 3,..) in E,
apparisce come una condizione sufficiente di tipo unilaterale; essa
pud essere sostituita da una condizione necessaria e sufficiente di
tipo unilaterale e procederemo a tale sostituzione nelle righe che
seguono.

2. Dimostreremo le tre seguenti proposizioni, delle quali la se-
conda ¢ immediata conseguenza della prima, in virtu del notis-

(!} Vedere per es. U, Dixi, Fondamenti per la teorica delle funzioni

di variabili reali, Pisa (1878), p. 110. — P. MoNTEL, Sur les suites infinies
de fonctions, « Annales Ecole Normale Supérieure », s. 8% t. 24 (1907), ved.
pp- 268-264. — C. A. DeLL’ AgNoLA, Sulle successioni uniformemente con-

vergenti, « Atti R. Istituto Veneto », t. 70 (1910-11), pp. 383-891. — H. HaHN,
Theorie der reellen Funktionen, 1 Bd., Berlin (1921), p. 284 ; Reelle Funktio-
nen : Punktfunktionen, Leipzig (1932), p. 214. — E. W. Hosson, Theory of
functions of a real variable, vol. IT, 2* ed., Cambridge (1926); p. 116.
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simo teorema di PINCHERLE-BOREL (}); nelle prime due si presup-
pone la sola semiconiinuild dei termini della serie.

TroreMA I. — Sia, per =1, 2, 3,..., u,(x) semicontinua infe-
riormente nel punto £ di E. Condizione sufficiente perche la serie
() -+ u,(x) + ... (convergente in E) converga uniformemente nel
punto £ & che (3):

a) la funzione f(x) = u,(x) + uy(x) + ... sia superiormente se-
micontinua in %, ‘

b) prefissati arbitrariamente due numeri positivi ¢ e N, si
possa determinare un intero v —=v(s, N)==N e un intorno A= A{s, N)
del punto & (ambedue dipendenti da ¢ e N) tali che risulti

< falx )+c<f(x)+—2c

per ogni » =>v e ogni x di E-A.
OsSERVAZIONL. — 1) La b) & soddisfatta quando & soddisfatta
la seguente meno restrittiva:
b') prefissato un numero o > 0. arbitrario, si possa determi-
nare un intero v —v(s) ¢ un intorno A = A(c) del punto £ (ambedue
dipendenti da ¢) tali che risulti

fdx) <f,(x) + o,
per ogni eoppia (n, m) con v n <m, e ogni x di E-A. .
2) Poiché Y uniforme convergenza nel punto t della serie
u,(x) -+ uy(x) + ..., 1 cui termini sono funzioni inferiormente semi-
continue, porta. come conseguenza che f(x) & semicontinua infe-
riormente in £ si conclude che le condizioni a) e b) sono suffi-
cienti per assicurare la continuit@ di f(x) nel punto %. -

TroreMA II. — Sia, per n =1, 2, 3,..., u,(x) semicontinua infe-
riormente nell’insieme chiuso E. Condizione sufficiente percheé la
serie u,(x) + u,(x) +- ... (convergente in E) converga uniformemente
in E & che:

(Y Vedere per es. U. DINI, Leeioni di Analisi infinitesimale, vol. II,
Pisa (1915), p. 991, — S. PINCHERLE, TLezioni di Calcolo infinitesimale, t. 1,
8% od., Bologna (1926), p. 61. — L. ToNELLI, Fondamenti di Calcolo delle

. Vam’azioni, vol. I, Bologna (1921), p. 111, ecc. Questo teorema va. sotto
nomi diversi. \

(?) Ricordiamo che la serie u,(x) + uy(x) +-... convergente nell’insieme F,
si dice che converge uniformemente nel punto § di E quando prefissato
3 >0 arbitrario & possibile determinare un intero v(c) e un intorno A(o)
di £ (ambedue dipendenti da o) tali che per ogni m>1%>v(s) e ogni x di
E.A(s) si abbia |f,(x)— f,(®) | < o. Un punto isolato di E & da¥onsiderarsi
come punto di continuitd per ogni funzione definita (e flmta) in E, e anche
come punto di convergenza uniforme, tuttp le volte che in esso la serie
converge.
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¢) la funzione f(x) == u,(x) -+ 1, (x) + ... sia superiormente se-
micontinua in E, ’

d) prefissati arbitrariamente un punto { di E e due numeri
positivi ¢ e N, si possa determinare un intero v=—v(s, N, 5) =N e
un intorno A==A(s, N, %) del punto  (smbedue dipendenti da s, N, %)
tuli che risulti

fulr) < f,(x) + 5 < f(®) -+ 2o,

per ogni n =>v e ogni x di K- 4.

OSSERVAZIONT. — Valgono le osservazioni analoghe a quelle
che seguono Ienunciato del Teorema I; in questo caso d’) si ot
tiene dalla b’) quando prefissato anche 2 si consideri v==yv(s. %) e
A==z ) dipendenti da s e

Fas]

3. Tenendo presenti le definizioni di convergenza uniforme in
un punto % {in un insieme chiuso E] saremmo portati a chiamare
la proprieti espressa in ') [in d'J] convergenza superiormente senii-
wuniforme in & [in E] ¢ con questa locuzione i teoremi precedenti
¢i dicono tra Taltro che:

Tutte le volte cle i termini di wna serie convergente sono fun-
zioni seaicontinue tufeviormente, la semicontinuita superiore della
sonna e la convergenza superiormente semiuniforme delle serie,
rivaite dnsieme, danno una condizione sufficiente per la convergenza

wniforme della serie stessa.

4. ‘Anzi, per I’uniforme convergenza in tutto un insieme chiuso ¥
di una serie convergente di funzioni cortinue, vale il seguente
teorema, nel quale la condizione (necessarin e sufficiente) assume
un aspetto analogo a quello della classica condizione di ARzZELA
per ta continuith della somma.

Trorraa TIL — Sia, per n =1, 2, 3...., u (x) continua nell’in-
sieme chinso E. Condizione necessaria e sufficiente perché la serie
1,00 ey 4+ .. (convergente in E) converga uniformemente in E
o che: .
¢r la funzione flx) == 1,(x) + wx) 4+ ... sia superiormente semi-
continua in I, )

e) prefissati arbitrariamente due numeri positivi ¢ e N (intero)
<i possa determinave un intero M= M(s, N} > N dipendente da o
o N in guisa che per ogni punto & di E sia soddisfatta almeno

una delle A7 — N condizioni

| fle) <f,(r) -+ 6 < flw) + 25,  per ogni w > M
b v=N+1, N+2,.. M
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Questa & la forma della 6ondizione necessaria e sufficiente di
tipo unilaterale di cui parlammo al n. 1, e the risulta soddisfatta
nelle ipotesi del teorema del DinI.

~ Bb. D1MOSTRAZIONE DEL TEOREMA I. — Prefissato o > 0 arbitrario
determiniamo (in base alla b)) un intorno A(s)di £'e un intero w=—(s)
in guisa da avere .
) @) < fl) + s,
per ogni n>p e ogni x di E-As).
D’ altronde osserviamo che & per qualunque v

ful@) = f(@) — (f(x) — FE)) — ) — L) — (F) — fulx)) —
' — (Fle) — ffee))-

"Determiniamo un intero N = (e} in guisa da avere .
3) 1.6 > @) —s, per ogni n = N.

Determiniamo (in base alla b)) in- corrispondenza ai numeri o, N
un intero v >N e un intorno A'(s, N) di § tali che

4) . | filw) < fofa) + o,

per ogni n =v e ogm a di E-A'ls, N).

. Essendo fv(x) semicontinua inferiormente nel punto £ e f(m) se-
micontinua superiormente nel punto &, andiamo a determnare un
intorno &’ (o) di § in guisa da avere :

8) - fte)<f€) + @) > 1) — =,
per ogni x di E.A"(s). ,

Detto A* Vintorno di £ che risulta dall’mtersezlone dég? in-
torni A(s), A’(s, N) e A”(s) gid costruiti e osservato che v > NZ=uy,
si conclude che per ogni » =v e ogni x di E-.A* valgono slmulta
neamente le (1), (3), (4) e (5), e per la (2) questo porta

fle) — 4o < (%) < f(@) + o.

Ma Pintorno A* dipende soltanto- da s, poiché N dipende sol.
tanto da ¢ e quindi anche A’(s, N) dipende soltanto da o; dunque,
- per definizione, la serie u,(x) - u,(x) + ... converge umformembnte '

n¢l punto £ di E. Il Teorema I risulta dlmostrato : .

Poich®, come conseguenza del teorema di PINCHERLE-BOREL
.opra- citato, la convergenza uniforme in ogni punto § di E im-
plica la convergenza uniforme in E, il Teoremu TI & immediato
corollarlo del Teorema I.. S o

6. DIMOSTRAZIONE DEL ‘TEOREMA I{I. —- Che le condizioni ¢)'e e)
siano necessarie @ evidente, quindi per”dimostrare il Teorema ILI

ai
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basta dimostrare che quando & soddisfatta la condizione e) e Je

funzioni u,(x) (n =1, 2, 3,..) sono continue, risulta soddisfatta Ja

condizione d). , :
Prefissato s> 0, determiniamo N abbastanza grande in guisa

da avere
{6) [ —F.(E)] <o, perognicoppiam=n=>N;

e (in base alla e)) determiniamo 1’intero M == M(s, N) in guisa che
per ogni punto x di K sia soddisfatta almeno una delle M—N

condizioni
ful@) < [ {x) + o < flx) + 20, per ogningM

7
(7 v=N+1, N+ 2., M

Poiché le M — N funzioni fwii(e), fyvse(@)..., [u(®) sono tutte
continue & possibile determinare un intorno A = A(s, N, %) del
punto £ in guisa da avere

(8) ) — L) < o

per ogni  di £-A e ogni . con N<up <M.

Fissiamo 1 attenzione su un punto qualunque x di E-4A, e sia
v == v(x) il valore dell'indice v relativo a questo punto per cui val-
gono le (7); poiche evidentemente

9 ful®) = fl@) + (farlx) — faE) + () — FE) + () —Fu)),
e M=>v> N, per le (6) e (8), otteniamo
far(x) < fi(x) + 3o,
e da questa per le (7) ricaviamo finalmente
Fu(@) < f,(x) + do < f(x) + 5o,
per ogni # = M e ogni x di E-A.

Per I arbitrarieta di ¢ questo risultato- ei dice che & soddi-
sfatta la d), poiché N puod essere scelto comunque grande.

I1 Teorema III risulta dimostrato.

OSSERVAZIONE. — Si riconosce facilmente, modificando di poco
questa dimostrazione, che: Iie condizioni ¢) e ¢) prese insieme sono
necessarie e sufficienti per assicurare la convergenza uniforme
in E della serie u,(x)+ wu,x)+ .. (convergente in E), quando si

presupponga che i termini u,(x) (» =1, 2, 3,...) siano funzioni semi-
continue inferiormente e che esista una successione (indefinita)

fad@),  fu@)  fug(@)se-

di somme parziali continue.



