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Onde elastiche epicentrali del tipo di Rayleigh.
Nota di Renato Einaudi (a Torino).

È noto che le « soluzioni di Rayleigh » delle equazioni dell’ ela­
sticità descrivono la propagazione, in un suolo elastico limitato da 
un piano n, di un’onda di condensazione e di un’onda di distor­
sione, piane sinusoidali smorzate in profondità.

Le « soluzioni di Rayleigh » sembrano quindi rappresentare 
assai bene il fenomeno della propagazione delle onde sismiche 
della « fase di Rayleigh » solo a grande distanza dall’epicentro, 
quando cioè il fronte dell’ onda si possa considerare come piano.

In questo lavoro mi sono proposto di determinare delle solu­
zioni delle equazioni dell’ elasticità, che rappresentino il fenomeno 
della propagazione delle onde della « fase di Rayleigh », non solo 
a grande distanza dall’ epicentro, ma anche nei punti vicini al- 
l’epicentro stesso, e che coincidano a grande distanza dall’epi­
centro colle soluzioni di Rayleigh.

A tal uopo ho studiato nel § 1 tutte le possibili ondo smorzate 
che si possono propagare in un suolo elastico piano e che sono 
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dovute alla sovrapposizione della più generale onda di condensa­
zione e della più generale onda di distorsione.

Nel § 2 ho applicate il risultato generale al caso che la pertur­
bazione elastica soddisfi alla condizione di simmetria circolare in 
ogni piano parallelo al piano e ho ottenuto così le espressioni 
esplicite dello spostamento elastico che permettono di seguire una 
perturbazione epicentrale dall’epicentro sino a distanza infinita.

§ 1. — Fissiamo dunque nello spazio un sistema di coordinate 
cartesiane ortogonali, in cui il piano (x, y) coincida col piano z e 
l’asse delle z sia rivolto verso l’interno del suolo elastico. Indi­
chiamo con a e a i parametri elastici di Lamé, con p la densità, 
con w, v, w le componenti secondo gli assi xyz dello spostamento 
elastico.

Ciò posto, proponiamoci di determinare le più generali soluzioni 
delle equazioni dell' elasticità che corrispondono alla sovrapposi­
zione di un’onda di condensazione smorzata in profondità con un 
coefficiente di smorzamento a e di un’onda di distorsione smor­
zata in profondità con un coefficiente ß ; dovremo quindi cercare 
delle soluzioni delle equazioni dell’ elasticità del tipo :

U)

ove A, B, <1> sono funzioni di x, y, t.
Cominciamo ad imporre che siano soddisfatte, per s = 0. le 

condizioni di sforzo nullo :

(2")

(3)

o 04> . . 1 ö ri A dB— 2a —- — M _|_ ------1-----
à ' $dx\dx dyt

q S4> 1 a (SA dB
dy fi riy \dx dy 

dv dw
(2) Tz + ^y:

'du\ dv- I —|— - —- 0.
fix) dy

Le condizioni (2) e (2') equivalgono evidentemente alle condi­
zioni :

(2)x J dz dx
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da cui si vede che A e B debbono essere le derivate rispetto a 
x e y di un' unica funzione '1 : '

ove A2 è l'operatore Laplaciano del piano:
s- a2

A a2~ — h------ .2 dx- dy~

Colle posizioni (4), le (3) diventano :

1 j _ 2-z<|. - V, +. -J a2-J = 0 : 1 - à.I> - ft + J A2-i ! = 0,
tìx ( ' ' B 2T ) ' ty{- ‘ T ß 2 ‘ )

cui si soddisfa, ponendo fra ch e A il legame :

(6) — 2x«b — ß’J/ -F- jr Aj'l» = 0.

Dalla (5) si ricava infine che la condizione (2") equivale alla 
relazione:
(7) XA24> — 2aA2-} -4- a2(X 2u)<l> = 0.

Ciò posto, prendiamo in esame le equazioni dell’elasticità.
Dalla (5) si ricava che esse equivalgono alle relazioni:

ì i (à -4- 2ja)(Aj<1> -4- a2<b) — p 1 6 -F j ^(A2'^ -4- — p -7~j e — 0

x2<1^ — ? e~ae + ~ p e~ßz î= 0

I <)2dd I ù.(X-+-2y.HA2<l>4-7.3<l>) — p-ir 4-A2 :x(A2'}-+-ß-A) —p-T77 e p =0
L vt ~ J L ■ -, et- j

(mi si soddisfa imponendo alle funzioni <d e di essere soluzioni 
delle equazioni :

' s2ch "
(8) P > 2y.)(A2<l> 4- a?<I>) — p = 0,

<9> v.(A^4-[iV)-pÿ = °.
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Complessivamente dunque ]e funzioni <l> e debbono soddisfare 
le relazioni (6), (7), (8) e (9), affinchè risultino soddisfatte le equazioni 
dell’elasticità e le condizioni di sforzo nullo nel piano z = 0.

Per studiare la compatibilità delle equazioni (6), (7), (8) e (9), 
immaginiamo di ricavare dalla (6) la <I> in funzione della <}, di 

d'tb 
sostituirla nelle relazioni (7) e (8) e di eliminare la -^ mediante 

la (9). Si otterranno così per la due equazioni del tipo :

M ■+■ 7iM 7-^ — 0, M -4- SjA,'} 4- ò2| = 0,

ove Yj ò2 sono costanti. Da queste relazioni si vede, sottraendo, 
che Ag} deve essere proporzionale a vp, e quindi, in virtù della (6), 
che <I> deve essere proporzionale a Ne segue che F equazione (8) 
dovrà essere verificata anche dalla funzione :

(X 4- 2ìz)(\<[ ■+• — p -p = 0,

che, sottratta dalla (9), dà :

(S') Ag'P 4- i(X 4- 2u)x2 — uß2U = 0.' À4-[1 ' Jl

Dalla (6 e dalla (8 ) si ricava che :

1 f Ö al
(6-) . * = _—+

Teniamo conto ora della condizione (7). Se in essa eliminiamo 
<l>, Agch e Ag^ mediante le relazioni (6Z) e (8Z), si vede che la (7) è 
soddisfatta se, posto :

(10) k — a/[i

k è una soluzione dell’equazione:

(7) (X 4- 2y.fk4 - 4(X 4- 2|x)(X 4- jx)fc3 4- 2X(fc 4- 2^)k2 4-
4- 4^(X 4- 4- X2 — 0.

Finalmente eliminiamo A2'j- fra le equazioni (8') e (9), con che 
si ottiene l’equazione:

(X 4- 2tx)tx 
- p(x -+- !*)

(a2—,82)4 8^ 
di2

L’equazione (7') ammette evidentemente due radici positive : 
l’una, k = 1, è da scartarsi, in quanto la (9') si ridurrebbe, per 
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k =. 1, a — 0, la cui soluzione è, nel problema che stiamo trat­

tando, priva di significato fisico; l’altra radice, che è quella che 
va presa in considerazione, sarà quindi la radice positiva del­
l’ equazione :

(10') (X 2jx)2fc’ — (X 4- 2;j.)(3X 4- — (X -+- 2<*)sk — X2 = 0

che, se X = tx, è uguale a 2,15.
Ciò posto, poniamo:

(11)
0.7 (X 4- 2a)txß2
0 H-) (fc2-l)

(12)
ß2

Y2 — ô----- - [(X 4-‘ À 4- u L 2 jx)fc2 — jx]

(13)
__ 1

£ “ ~ 2(X 4- uj
[r(U^]

Dalle relazioni (5), (6'), (8') e (9') si vede allora che le più ge­
nerali soluzioni delle equazioni dell’elasticità che corrispondono 
alla propagazione di due onde smorzate in profondità, l’una di 
condensazione e l’altra di distorsione, sono date dalle relazioni :

(14)

— (ss k$s 4- e $s) P— sen of 4- cos at\
V 7 \ ÒX ÒX I

v — 4- é~$3\ sen 8f 4- cos 8fì

w = — {k$te~k$8 4- ~ é~°j sen 8f 4- cos 2f)

ove k è la radice positiva dell’ equazione (10"), ß è una costante 
arbitraria, e ip2 due soluzioni arbitrarie dell’equazione :

(15) 4- y2,| = 0

Alcune interessanti proprietà si deducono immediatamente 
dalle (14). Innanzi tutto è bene osservare che anche nel caso più
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generale di un’onda di condensazione e di un onda di distorsione 
smorzate e sovrapposte, il rapporto fra il coefficiente di smorza­
mento dell’onda di condensazione e il coefficiente di smorzamento 
dell’ onda di distorsione è univocamente determinato e coincide col
valore trovato da Rayleigi nel

In secondo luogo si deduce 
generale delle onde smorzate, lo 
funzione sinusoidale del tempo, 
smorzamento secondo la formula

caso delle onde piane sinusoidali, 
da (14) che, anche nel caso più 
spostamento elastico è localmente 
il cui periodo T dipende dallo

(16) _  2" V f~+~ H-) 1
~ v jx(X +- 2;7)(F^T) ? '

La determinazione sperimentale di T può quindi servire alla 
determinazione del coefficiente di smorzamento 3.

§ 2. — Dalle (14) si deduce che, affinchè lo spostamento ela­
stico in un punto P sia contenuto nel piano passante per P e per 
l’asse s, è necessario che le funzioni -Iq e dipendano esclusiva­
mente dalla variabile r definita dalla relazione :

(17) r = x2 y2.

Ora le onde sismiche della « fase di Rayleigh » sono general­
mente onde a vibrazioni orizzontali-longitudinali e verticali : ne 
segue che se assumiamo come asse z la retta congiungente l’ipo­
centro coll’ epicentro, per rappresentare le onde della « fase di 
Rayleigh », dovremo imporre alle funzioni e di essere fun­
zioni della sola r e di essere quindi soluzioni dell’equazione:

(18) dr~ r dr ' T

È noto che le soluzioni di (18) sono combinazioni lineari delle 
due funzioni Z0(yr) e Y0(ïrh ove Zo e Yo sono le due funzioni di 
Bessel di prima e di seconda specie e di ordine o :

W) w = -||x.>gä-5(->lf^gf|

1-2.... n , ll'(À)
(19") n(À) = (TZìhL (n-Hi)'n ’; = up I •
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La funzione considerata nel paragrafo precedente :

(20) sen St 4- cos St

si potrà quindi scrivere nella forma :

(20') = A cos {St -+- p)I0(rr) 4- B sen {St -+- q] Y0(yr).

Ciò posto, cominciamo a vedere come si debbano scegliere le 
costanti A, B, p, q affinchè la (20') definisca infonda divergente 
dall’ origine. A tal uopo ricordiamo che, per r molto grande, le 
funzioni l0 e Yo si comportano come il seno e il coseno :

\ Jo(ï»’) ]/~ — ~/4)

(21) lì ’ .
s yo(t»’) 00 ]/~ <!°s <ï»’ — ’/4).

Segue da {20') e da (21) che, per r molto grande, sarà :

(21) — —i=— \ A [sen (yr 4- St p] 4- sen (yr — St —p)] e
y2iryr l

4- B [sen (vr 4- St 4- g) sen (yr — Zt — q)] î

da cui si vede che, affinchè la -b definisca un’onda divergente 
dall’origine, deve essere:

A = — B. p — q.

Scegliendo allora l’origine dei tempi in modo chep —0, la si 
potrà scrivere definitivamente nella forma:

(22) B\I0’2(yr) •+■ Y/(yr) sen — arctg %>’)[

Fissiamo mia volta per tutte la determinazione della funzione
, lo(vr) 

arctg y0(7r) precisamente conveniamo di scegliere, per 0, la

determinazione 0, e per gli altri valori di r quella determinazione

per cui la funzione arctg risulti una funzione continua di r.

Con questa convenzione è facile vedere che la funzione arctg
Jo( y*-) 
Y0(yr)

è una funzione crescente di r.
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Ciò premesso, poniamo :

(23)

:___ _ / Z0(vr)
= By i^r) -+- Y^r) sen \ìt — arctg y—

I (Yf) 
se 0 < 3f — arctg y^ < 2nnr

______________ / Zft( yf) '
+ = 0 V V(rj -4- Y02frr) sen - arctg y^.r|

». . ^TT) < «se 3/-arctg >

Dalle formule (20) e (14) si vede allora che, se la soddisfa la 
relazione (23), le funzioni u, v, w definite dalle relazioni :

(24) v = (Ee-^4-e-e*)ÿ
v ’ ty

w = — (k^e-k?s 4- ç I

rappresentano nel piano n (e in ogni piano parallelo) un’onda soli­
taria, à forma di corona circolare, divergente dall’ origine, ejdovuta

« perturbazione epicentrale di durata .

Dalla formula (21) si vede che, per grandi valori di f, la } si 
può rappresentare approssimativamente nella forma :

(25) — B sen (Zi — yr -+- tt/4)

da cui si riscontra che a grande distanza le nostre soluzioni danno 
gli stessi risultati delle soluzioni piane sinusoidali di Lord Rayleigh. 
Dalla formula (25) si vede inoltre che a grande distanza si può 
parlare in modo preciso di una lunghezza d’onda A e di una ve­
locità di propagazione V ; precisamente si trova che la lunghezza 
d’onda dipende dallo smorzamento, come risulta dalla ^relazione :

V(X -+- 2uM^ P’ 
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mentre la velocità è indipendente dallo smorzamento :

|/ p[(X h- 2u)Af2 — fx] *

Infine si deduce immediatamente dalle formule (24) che, a 
grande distanza dall’ epicentro e nel piano z ~ 0, il rapporto r 
fra 1’ ampiezza delle vibrazioni verticali e 1’ ampiezza delle vibra­
zioni orizzontali è dato dalla relazione :

-\'TZ7(À 2M2 — l|fc
\ 2t ) t = ----------------------------------------------------- .

VP- + y. ; (à -t- 2y.)F — 2(À u.)k -+- À f

Inoltre le vibrazioni verticali sono sfasate di ?r/2 rispetto alle 
vibrazioni orizzontali.


