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Onde elastiche epicentrali del tipo di Rayleigh.

Nota di RExvaTo EiNavupi (a Torino).

B noto che le « soluzioni di RAYLEIGH » delle equazioni dell’ ela-
sticith descrivono la propagazione, in un suolo elastico limitato da
un piano =, di un’onda di condensazione e di un’onda di distor-
sione, piane sinusoidali smorzate in profondita.

Le « soluzioni di RAYLEIGH » sembrano quindi rappresentare
assai bene il fenomeno della propagazione delle onde sismiche
della « fase di RAYLEIGH » solo a grande distanza dall’ epicentro,
quando cioe il fronte dell’onda si possa considerare come piano.

In guesto lavoro mi sono proposto di determinare delle solu-
zioni delle equazioni dell’ elasticith, che rappresentino il fenomeno
della propagazione delle onde della « fase di RAYLEIGH », non solo
a grande distanza dall’ epicentro, ma anche mnei punti vicini al-
I’ epicentro stesso, e che coincidano a grande distanza dall’ epi-
centro colle soluzioni di RAYLEIGH.

A .tal uvopo ho studiato nel § 1 tutte le possibili onde smorzate
che si possono propagare in un suolo elastico piano e che sono
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dovate alla sovrapposizione della piti generale onda di condensa-
zione e della pit generale onda di distorsione.

Nel § 2 ho applicate il risultato generale al caso clle’ la pel't/ur-
bazione elastica soddisfi alla condizione di simmetria circolare in
ogni piano parallelo al piano = e ho ottenuto cosi le espressioni
esplicite dello spostamento elastico che permettono di seguire una
perturbazione epicentrale dall’epicentro sino a distanza infinita.

§ 1. — Fissiamo dunque nello spazio un sistema di coordinate
cartesiane ortogonali, in cui il piano (x, y) coincida col piano = e
17asse delle z sia rivolto verso l’interno del suolo elastico. Indi-
chiamo con » e » i parametri elastici di LaMi, con ¢ la densiti,
con #, v, w le componenti secondo gli assi axyz dello spostamento
elastico.

Cid posto, proponiamoci di determinare le piit generali soluzioni
delle equazioni dell’ elasticith che corrispondono alla sovrapposi-
zione di un’onda di condensazione smorzata in profonditd con un
coefficiente di smorzamento » e di un’onda di distorsione smor-
zata in profonditi con un coefficiente 4; dovremo quindi cercare
delle soluzioni delle equazioni dell elasticitha del tipo:

o T
W= . e * “+ Ao
: b
(1) v = @e—" + Be P
1 /34 N s
W= — yxbe % % <ii_ + ?E) e
B \ox oy

ove A, B, ¢ sono fanzioni di x, y, t.

Cominciamo ad imporre che siano soddisfatte, per z=0, le
condizioni di sforzo nullo:

on on oY M
2 - 4+ —=0; 2’ — _—
@ 5%+ m=0 @) G+
on ov
2 A +2 M= — 2
2") (A +2u) + (ax> + & 0.
Le condizioni (2) e (2') equivalgono evidentemente alle condi-
zioni : :
' 5 0@ 19 (64 0B
— 20— 8 Feesl e )=V
@) s * o ‘A+ﬁax<ax+ay) 0;

b 10 (64 eB
— O B A o il R
( "oy ﬁB+!ﬁay(8x+ay)_0’
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le devivate rispetto a

da cui si vede che 4 e B debbono essere

x e y i un'unica funzione J: -

621/
4 Y —
4) A P B= 7y

Colle posizioni (4) le (1) diventano:
! E}(D —nz {’:‘"J e
H—:-—e e FF
\ ox + oac
‘ ad oy
{9) Sy '_“__ e Y gz
i ay oy
1

, 1w = — e + - Ale

—pz

©

\

ove A, & ['operatore Laplaciano del piano:

-, a? aE
Ag = o+ —.
cx~ 9?/‘

9°)
Colle posizioni (4), le (3) diventano:

1
— 29 — A@»'v!l -+ E ‘\Z'J.’ % ey 0,

ox
cui si soddisfa. ponendo fra ¢ e 4 il legame:

] 1
— 22 — B E A % —=0; 5?7

1
— 20b — b+ AL = 0.

(6)
Dalla {5) si ricava infine che la condizione (27} equivale alla
relazione :
(7) 2D — 2uA, Y + 2%k 4 2u)d = 0.
dell’ elasticita.

(id posto. prendiamo in esame le equazioni
Dalla {3) si ricava che esse equivalgono alle relazioni:

B AP ' )

F;; (h -+ 2u)(A, 4 22b) — o UaT e 4 [:L(Az'l.w ) — ¢ ;}1] et % =0
.9 - a'?
G d’] = 4 lyv(_\z,% + 43 — ¢ Eflq e—-Bz% —0

il .
e ? [(/\ 4+ 20D 22Dy — ¢ e
‘ > 3 ij"’(l’] -2z B2y a —ke __

(o 20080 ) — ¢ T o | MY+ B —p | e =0

cui si soddisfa imponendo alle funzioni ® e ¢ di essere soluzioni

delle equazioni: .
. ) 3
(8) 0ok 203,04 ) — p =5 = 0,
a?
7 _ o

9 AL+ ) — ¢ PYE



PICCOLE NOTE ’ . 163

Complessivamente dunque le funzioni @ e ¢ debbono soddisfare
le relazioni (6), (7), (8) e (9), affinché risultino soddisfatte le equazioni
dell’ elasticita e le condizioni di sforzo nullo nel piano z=

Per studiare la compatibilita delle equazioni (6), (7), (8) e (9),

immaginiamo di ricavare dalla (6) la & in funzione della ¢, di
C s a*d
sostituirla nelle relazioni (7) e (8) e di eliminare la %~mediante

la (9). Si otterranno cosi per la ¢ due equazioni del tipo:

Agy+1dh + b =0, A+ 380 + 30 =0,

ove v, v, %, 8, sono costanti. Da queste relazioni si vede, sottraendo,
che A, deve essere proporzionale a ¥, e quindi, in virtu della (6),
che @ deve essere proporzionale a . Ne segue che I’ equazione (8)
dovra essere verificata anche dalla fimzione ) :

( + 2u) A++oc2¥)——pa;b_0

che, sottratta dalla (9), da:

®) A+

¥

2u)x® — uls}h = 0.
Dalla (6 e dalla (8) si ricava che:

. B o
. b i -
1) P e B2 g
Teniamo conto ora della condizione (7). Se in essa eliminiamo
b, A& e A4 mediante le relazioni (6') e (8'), si vede che la (7) &
soddisfatta se, posto:
|

(10) ) am—_—

k & una soluzione dell’ equazione:

(7) (A 4+ 20kt — 40+ 2u)(h 4 w)ed 4+ 2)\(15 + 2u)k? +
+Au(h + p)k - 22 = 0.

Finalmente eliminiamo A,} fra le equazioni (§8') e (9), con che
si otfiene 1’ equazione:

O+ 2ujp Y

) Tl TR =g

ot*

L’ equazione (7) ammette evidentemente due radici positive:
Yuna, k=1, ¢ da scartarsi, in quanto la (9') si ridurrebbe, per
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9%
k=1 a 3—4‘ =0, la cui soluzione &, nel problema che stiamo frat-

t?
tando, priva di significato fisico; 1’altra radice, che & quella che
va presa in considerazione, sard quindi la radice positiva del-

I’ equazione:

(10" (* -+ 20k — (A + 2u)(3) + 2u)k? —_ (h -+ 2u)k — A2 =0

che, se A==y, & uguale a 2,15.
Cid posto, poniamo:

o (A 2upul
11 - Lk —1
h Y= )
82
(12) = Xif;l [ + 2u)k? — u]
13 — A 20k
U3) E“_QD\A—M?)E.‘_(\_F'M/»

Dalle relazioni (5), (6'), (8') e (9') si vede allora che le piit ge-
nerali soluzioni delle equazioni dell’ elasticita che corrispondono
alla propagazione di due onde smorzate in profondita, I'una di
condensazione e 1’altra di distorsione, sono date dalle relazioni :

0. [0 o I N
w = (e " 4 ¢ <i sen of +- ——‘P—z cos ot)
ox o J
o —f 8'-}1 ob
— (e HB2 —fe) (200 3 2,
(14) v = {es +e )(ay sen 5 + 2 cos Bt)
W= — (k(ﬁse*”(az + {@ e'_‘ez> (b, sen 8¢ + ¢, cos 3t) |,

ove k & la radice positiva dell’equazione (10'), 8 & una costante
arbitraria, J, e ¥, due soluzioni arbitrarie dell’ equazione :

Ay + ¥ =0

(15)

Alcune interessanti proprietd si deducono immediatamente
dalle (14). Innanzi tutto & bene osservare che anche nel caso pin
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generale di un’onda di condensazione e di un’onda di distorsione
smorzate e sovrapposte, il rapporto fra il coefficiente di smorza-
mento dell’onda di condensazione e il coefficiente di smorzamento
dell’ onda di distorsione & univocamente determinato e coincide col
valore frovato da RavLEIetr nel caso delle onde piane sinusoidali.
In secondo luogo si deduce da (14) che, anche nel caso pin
generale delle onde smorzate, lo spostamento elastico & localmente
funzione sinusoidale del tempo, il cui periodo T dipende dallo
smorzamento secondo la formula: ‘

2*:\/' A+ )

(16) =
Vol + 2uj(k® — 1)

1
g
)

La determinazione sperimentale di. I' pud quindi servire alla
determinazione del coefficiente di smorzamento .

§ 2. — Dalle (14) si deduce che, affinch® lo spostamento ela-
stico in un punto P sia contenuto nel piano passante per P e per

I’asse #, & necessario che le funzioni ¥, e ¥, dipendano esclusiva-
mente dalla variabile + definita dalla relazione:

(17) =+ Yy

Ora le onde sismiche della «fase di RAYLEIGH » sono general-
mente onde a vibrazioni orizzontali-longitudinali e verticali: ne
segue che se assumiamo come asse 2z la retta congiungente 1'ipo-
centro coll’ epicentro, per rappresentare le onde della « fase di
RAYLEIGH », dovremo imporre alle funzioni ¥, e 4, di essere fun-
zioni della sola r e di essere quindi soluzioni dell’equazione:

) @y 1dy

20 4 e — 0.
dr~+rdr+ =0

B noto che le soluzioni di (18) sono combinazioni lineari delle
due funzioni I(yr) e Yy(4r), ove I, e Y, sono le due funzioni di
BesseL di prima e di seconda specie e di ordine o:

‘ Sch
(19) Io(x):fo_“( 1)* 2
w0 wan= - Xt
(199 mpy=lim_ mle“_*(—f‘m"’ oy = uln((f))
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La funzione } considerata nel paragrafo precedente:

¥

20y b=}, sen & -+ J, cos 5¢
si potra quindi scrivere nella forma:
(20 ¥ = 4 cos (3t -+ p)Ly(yr) + Bsen (3¢ + q) Yy(yr).

Cid posto, cominciamo a vedere come si debbano scegliere le
costanti 4, B. p, q affinché la (20') definisca un’onda divergente
dall’origine. A tal uopo ricordiamo che, per » molto grande, le
funzioni I, e Y, si comportano come il seno e il coseno:

5
P ey
oy Nen (“) =/4)

o
(21)

2
RTEPY (A

Segue da (20') e da (21) che, per » molto grande, sard:

1
(21 Y= b\//—)— % A [sen (yr + 3 -+ p) -+ sen (yr — 3t — p)] +
Qmyr

-+ Bsen {vr -+ ot -+ q) sen (yr — 5t — ¢)]
da cui si vede che, affinche la ) definisca un'onda divergente

dall’origine, deve essere:

A=—B. p=q.

Scegliendo allora I'origine dei tempi in modo che p =0, la { si
potra scrivere definitivamente nella forma:

[ Iy(yr) ) '

(22) =BV I,'xr) + Y, %yr) sen (3t — arctg )
\ 1] {

Fissinmo una volta per tutte la determinazione della funzione
oLy : . - . .
arctg Y(:'r): precisamente conveniamo di scegliere. per r==0, la
ol
determinazione o, e per gli altri valori di » quella determinazione

o Ivr L : .
per cui la funzione arcty olrt) risulti 'una funzione continua di 7.

Yy(yr)
Ly(yr)

)
Con questa convenzione & facile vedere che la funzione arctg Y (r)
. -0

¢ una funzione crescente dji .
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€id premesso, poniamo :

| S
‘\\ Yy = BV I,¥yr) + Y (yr) sen (Bt arctg Y, (1)

1 Ly(yr )

o(m \
se 0<ot—arcth( ) s

@) -
: v
Py =0V1 1,5(yr) + Y,*(yr)sen <3t — arctg l;(yr
|
| . Ifyr) <0
1' se 3 — arctg Y47} > 2nr

i
|

i

" Dalle formule (20) e (14) si vede allora che, se la } soddisfa la
relazione (28), le funzioni n, v, w definite dalle relazioni:

ol
. —kBz -Bz
u — (e ) — P
. ~ a%
24 o —sz Bz
(24) v == (ge ) P
v,
w=— (k[&ee—kee + e"‘z> 4

rappresentano nel piano = (e in ogni piano parallelo) un’ onda soli-
taria, in forma di corona circolare, divergente dall’ origine, e-dovuta
. .2
a una perturbazione epicentrale di- durata —%E
Dalla formula (21) si vede che, per grandi valori di 1, la ¢ si
pud rappresentare approssimativamente nella forma:

(25) v=5)/ 2 on

1+ wj4)

da cui si riscontra che a grande distanza le nostre soluzioni danno
gli stessi risultati delle soluzioni piane sinusoidali di Lord RAYLEIGH.
Dalla formula (25) si vede inoltre che a grande distanza si pud
parlare in modo preciso di una lunghezza d’onda A e di una ve-
locita di propagazione V; precisamente si trova che la lunghezza
d’onda dipende dallo smorzamento, come risulta dalla®relazione :

(26) A — _ VA ep

1
Vo2
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mentre la velocith & indipendente dallo smorzamento :

7 1/¥0+ 2 —1)
L A+ 2ok — 1]’

Infine si deduce immediatamente dalle formule (24) che, a
grande distanza dall’epicentro e nel piano z=0, il rapporto
fra I’ ampiezza delle vibrazioni verticali e 1’ampiezza delle vibra-
zioni orizzontali & dato dalla relazione: /

VIFw(h + 2u)(k? — 1)k

(27} = oo e .
VO + 20k — g (A 4+ 2u)k? — 200 +- )k + 1|

Inoltre le vibrazioni verticali sono sfasate di =/2 rispetto alle
vibrazioni orizzontali.



