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PICCOLE NOTE 153

Sulla risoluzione delle equazioni ricorrenti.
Nota di Ugo Broggi (a Milano).

Sunto. - Il problema della determinazione della soluzione più generale 
dell’equazione ricorrente c0 4- aicv_i 4-... 4- ancv_n —bv, dove atan, 
bn, bn-i-i,.. sono costanti e v = n, n4’l)..., è risolto ove si determini il 
coefficiente dèi termine generale dello sviluppo di a ' £
in serie di potenze di x.

Due Note recenti (x), aventi come oggetto la determinazione 
della soluzione più generale c0, c15... dell’equazione ricorrente

cv 4- djCv—j 4- ... 4- dncv__n = bv
(aM=j=O; v —n, n 4- 1,...)

(*) I. J. Schwatt, Il termine generale di una successione ricorrente 
finita del secondo ordine, « Rendic. Lincei », XVII (1933), pagg. 909-917 ; 
A. Mambriani, Sulla risoluzione delle equazioni ricorrenti lineari d’or­
dine finito e a coefficienti costanti, Ibid., XIX (1934), pagg. 16-21.
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(in casi particolari, la prima, qualunque siano a0, anì co­
stanti, come lo sono bn, ,... l’altra) non tengono conto esplici­
tamente del fatto che il problema si riduce a quello della deter­
minazione del coefficiente del termine generale dello sviluppo in 
serie di potenze di x della reciproca del polinomio

(1) . 1 4- 4- ... 4- anxn.
È infatti, se

1 — (1 -t- a^x 4- ... 4- anxn)( 1 4- 7^ 4- ytx- 4- ...)

e se le costanti 60, bìr.., bn^.1 essendo qualunque, sussiste l’ugua­
glianza formale (poiché potrebbe essere nullo il raggio di con­
vergenza della serie by 4- b,M 4- ... e pertanto quello dell' altra 
Cg 4- CtX 4- ...)

(by 4- bxx 4- ...)(1 4- YìX 4- ...) = co 4- C^X 4- ...
(2) 6, = by7,. 4- bl7,._l 4- ... 4- b,.

(r = 0, 1,... ; 7__i = 7._8 = ... = 7_(n_,.)) = 0.

Se sono note le radici oq, a2,..., a.n, uguali o distinte, di (t), è, 
come dimostrava (credo per il primo) il D'Ocagne (*) e passava 
dalla sua Memoria sulle serie ricorrenti ai manuali di analisi 
algebrica, ed è di immediata dimostrazione

/*■» v I ha h(3/ !/,. = * Oh a2 ...,an «
(hi 4- b2 4-... 4- hn — r)

mentre il problema di determinare 7,. esplicitamente in funzione 
di r, a1? ttz,..., an si risolve applicando alla determinazione del 
valore corrispondente ad .r = 0 della derivata - -esima rispetto ad x 
della reciproca di (1) una qualsiasi delle formulo (di Fa A di Bruno (2), 
di Schlömilch,...) definenti la derivata r-esima di una funzione di 
funzione.

Il risultato al quale perviene il D’Ocagne

(4) 7,. — S(— 1)*, . —t~. a*'a**...
‘ v hi\ht\...hn\ 12 n

dove
hi 4- ht 4- ... 4- hn 8

hi 4~ 2h2 4- ... 4- r,

(9 M. D’ Ocagne, Mémoire sur les séries récurrentes, « Journal de F École 
Poly tech. », LXIV (1894), pagg. 151224.

(9 « Ann. di Sc. Mat. e Fis. », (6), 1855, pagg. 479-480.
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è quello che la formula di Fa a di Bruno permette di scrivere 
senz’ altro (x).

Si ottengono due formule risolutive esprimenti c,. esplicitamente 
in funzione delle radici del polinomio, la prima, dei coefficienti 
dello stesso, la seconda, sostituendo nella (2) le espressioni di y, 
fornite dalla (3) e dalla (4).

Il Mambriani le dà entrambe, e ne aggiunge una terza : altre 
si potrebbero avere utilizzando espressioni diverse della derivata 
r-esima di una funzione di funzione.

(9 Cfr. U. Broggi, Sull’integrazione delle equazioni differenziali lineari 
a coefficienti costanti, « Rendic. 1st. Lombardo », LXIII (1930). Como il 
D’Ocagne, G. Guareschi, (LfAlgebra delle serie di potenze. « Rendit*. 1st. 
Lombardo», LXV (1932), pagg. 809-825), postosi il problema dì determi­
nare il coefficiente del termine generale di una serie di potenze potenza 
di esponente razionale di un’ altra deduce ex novo il risultato fornito dalla 
formula di Faa di Bruno.


