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PICCOLE NOTE’ 89

Un’ osservazione su un classico teorema di Liouville
relativo all’irrazionalith del numero ¢.

Nota di GiovanNI Ricc (a Pisa).

Santo. - Usando sostanzialinente le considerazioni gia svolte da LioUvILLE.
e senza ricorrere a quelle piit riposte che conducono al teorema di
HERMITE, si dimostra che, qualunque sia Uintero razionale non nullo t
e qualungue sia la quintupla di <nteri rasionali won ftutti nulli
‘Cm Cn 027 C:b 04)’ risulta

I
Cy+ Cef +- Cet 4 Cpet cos§—+— Cel sen?:i:O.

(Per C;,—=C, =0, t—=1 oppure t =2 si ha il classico teorema di Liotr-
VILLE). Si aggiunge anche un altro teorema analogo.

1. J. LiouviLLE dimostrd (*) che per ogni terna di numeri
razionali interi- (a, b, ¢), con a==0, risulta ae®+ be—+ c3=0,
ae! + be* + ¢F=0. Con mezzi altrettanto semplici, e senza ricor-
rere alle pini riposte considerazioni che conducono al teorema di
HERMITE, proveremo (scopo modesto delle righe che seguono) il

TEOREMA. — Qualunque sia Uintero razionale non nullo t, e
qualungue sie la quintupla di interi razionali non tutti nulli
{C,, C,, C,, C,, C)) risulta

2 4 2 2
¥ = 2 7 2
(1) C,+ Cet + C,e* + C,ef cos i+ C,ef sen 7 #+0.

L

(3} Ved. « Journal de Mathématiques », t. 5e 11840), pi).A 192-194.
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Evidentemente si pud supporre f positivo, perché se c¢id mon.
fosse ci si ridurrebbe subito a questo caso moltiplicando I’ equazione
4 12
per ¢ !. Essendo i = cos 6 + i sen 6, la (1), divisa per 5 e, si pud

scrivere
2 2 2 24
20, +2C,e' +2Ce '+ (C;+ Clet +i(C;— e 0

e il teorema sara dimostrato se proveremo che &

2 2 2i 2i
. T 7 T e
) Yo+ Yie e T HTyel e F 0,
essendo ¥, == ¢y + i¢,y .., ¥, =¢, +dc,” interi mon tutti nulli (si

osservi che almeno due devono essere diversi da zero) del campo
K(¢) di Gauss.

. Posto per n =20, 1, 2,...

o0 n o0
('AH e = Z 87' b fn(z) — 2 a’ Pn(z) - Z ;9!’ e’ = “{Z) + Pn(z)’
8=0" " $=0 s=n+1
risulta per n > |z| — 2
|z 2] |2

IP“(ZH:(—’H—{—I)! n+2+(n+2){n+3)+... g

<l ey

(n+1)! n+ 2

%1+

dunque

H

‘ n+1

ol )lwm(lﬂ—o(l)) per n—oc.

Osserviamo che non possono esistere cinque interi c/onsecuti(i
Ny By+1, ny+2, v, +3, n,+4 pei quali si verifichi simultanea-

mente
Yo+ '«{,f"( ) + y,f“( 2) + *fzf,,( ) + *ufn( 2;) =0

m=mn,, no+1, n,+2, n,+3, n,-+4)
poiché altrimenti sarebbero verificate le quattro relazioni lineari.
R T Y YA
hm(i) BRI +Yam(7) +Y*m(_7) =9
m=n,+1, ny+2, n,+3, n,-+4)

€ c¢id & impossibile poiche v, v,, v;, v, sono non tutti nulli mentre
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il determinante del sistema lin‘eare nelle y "® non nullo, essendo i
2 2 - 2 . ‘
quattro numeri 7, ?, 3 — 7 tutti distinti.
-Sian=2"4+F con 0<k<4 e h>4, 1ntero scelto in gmn
che sia

6t nfn( ) + nf,,( 2) + Yafn< ) + nfn(—- 7’) +0,

(fissato h Y intero k esiste per I’ osservazione precedente) e comsi-
deriamo le frazioni

2 2? 211
(6) 1

fo1 E.2D gt

siccome 1’ esponente I, della massima potenza di 2 che divide
n!=(2* + k)! soddisfa alla limitazione

< n ko2 k
@) l,= 2 [Q‘,] = Z [Tl =2 42 L+ 1
s=1

Z[ ]»242'2—1:n.—k—1\'

Vultima delle frazioni (6) si pud scrivere a termini interi nel

" modo seguente v ‘ S
. 2n 2k+l ) - tn n!

Pl M, (M —ZT)

Si tratta di vedere ora che tutte le frazioni del. snstema (6) G
possono scrivere nella forma

¢ Lo L L I

(.v ) : M ) M b M 9 sy Mu

essendo L, (r:O 1,.., n) lnterl' mfattl risulta
" , . n!. 1

@ L= =" g

‘@ detto l Y asponente della massima potenza di 2 che divide 1’in-

“tero "3, in base alla (7) si stabilisce 1a limitazione

l,.’:ln—l,.;n—k—1~2[2,]>n E—j—

8=1 -
— = —k—l
5=

quindi per la (8) L, & intero.
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(2 %\
Ciascuna delle espressioni f“( fl— ), f"(?)’ f”(— T (per

il fatto che le frazioni (6) si possono scrivere nella forma (6'))
moltiplicata per 1’intero razionale M, da un intero di K(i); anche
il primo membro di (5) moltiplicato per M,
nullo di K(¢), quindi

et ot 2 enaf) =)

Da questa, per le posizioni (3) e la limitazione (4) otteniamo

risulta intero non

1
>M:

z o _2 2
'{o"“"{xet""‘(ze t'*‘Yset""YAe ¢

1 2. 2 2 2
g E - Ylpn(t_/' -+ Taful — Z) -+ YaPn< ! ) i 1% t

1 —Qn+1

zm—(1+0(1))(i*h|+|*rzi+l'*fal+‘74l)m

=

e ricordando il valore di M, e che k<4

-

o
= 3 = (nl Il Tl Tl o) g, 5

1 1 ‘
=T, (1 — 0(;)) > 0 per n abbastanza grande.

Dunque la (2) risulta dimostrata.

8. OssErvazIOoNE. — Il ragionamento che precede si adatta con
lievi modificazioni a dimostrare, in lunogo della (2), la disugua-
glianza

T
o+net +re b +pel +yet F£0;

basta sostituire mel ragionamento 1’intero 1+ ¢ di K(¢) in luogo
dell’intero razionale 2. Ne risulta cosi dimostrato il teorema ana-
logo al precedente :

TeorEMA. — Qualungue. sia Uintero razwnale non nullo t e
qualunque sia la quintupla di interi razionali non tutti nulli
(A, B, C, D, E) risulia

B 2 1

(A cos % + Bsen t})et + Ce' + D(cos1

1
t+Esen—t):|:O.



