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PICCOLE NOTE 89

Un’osservazione su un classico teorema di Liouville 
relativo all’irrazionalità del numero e.

Nota di Giovanni Ricci (a Pisa).

Sunto. - Usando sostanzialmente le considerazioni già svolte da Liouville. 
e senza ricorrere a quelle più riposte che conducono al teorema di 
Hermite, si dimostra che, qualunque sia l’intero razionale non nullo t 
e qualunque sia la quintupla di interi razionali non tutti nulli 
(Co, C,, C2, C3, C4), risulta

2 12 2
Co 4- Ciet 4- C’2e* 4- C3ef 608 ~ 4- C4e( sen 14= 0.

(Per C3 = C4 = 0, t = 1 oppure t — 2 si ha il classico teorema di Liou­
ville). Si aggiunge anche un altro teorema analogo.

1. J. Liouville dimostrò (*) che per ogni terna di numeri 
razionali interi (a, 6, c), con a 4= 0, risulta ae2 4- be 4- c 4= 0, 
ae4 4- be2 4- c 4= 0. Con mezzi altrettanto semplici, e senza ricor­
rere alle più riposte considerazioni che conducono al teorema di 
Hermite, proveremo (scopo modesto delle righe che seguono) il

Teorema. — Qualunque sia l’intero razionale non nullo t, e 
qualunque sia la quintupla di interi razionali non tutti nulli 
(Cft, O,, C2, C3, C4y risulta

2 J 2 9 2 9
/ (1) Co 4- Cfi1 4- 4- cos y 4- C4ez sen 4^ 0.

(2) Ved. « Journal de Mathématiques », t. 5e (1840), pp. 192-194.
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Evidentemente si può supporre i positivo, perchè se ciò non 
fosse ci si ridurrebbe subito a questo caso moltiplicando F equazione

— - 1 - per e 1. Essendo — cos 6 4- i sen ô, la (1), divisa per pUò
scrivere

2 2 2i _ 2 i
2O4 4- 2Cze7 -4- 2C0e f 4- (C3 4- C4)e1 4- i(C3 — uve 7~ ch- 0

e il teorema sarà dimostrato se proveremo che è
2 2 2i 2 i

(2) ïo + ylet 4- ï,e '+ V1 4-y4e f =j=0,

essendo y0 — c0 4- ic0',..., y4 — e4 4- ic4' interi non tutti nulli (si 
osservi che almeno due devono essere diversi da zero) del campo 
K(i) di Gauss.

2. Posto per n = 0, 1, 2,... 
oo n oo s

(3) fn(s)=S|ï, ?» = S fi’ ^ = /■..(») 4-p„(»),
3=0 8=0 S=M-t-l

risulta per n > | s | — 2

KMijr'L, ki , >i2 \<
ÏM n = («-+-!)! ( m4-2 (n4-2)(nh- 3) " ) ~

Is|ra+I / |s.| \->
= (ot4-1)!\ n 4-2/ 

dunque
! § !'°4i

! ?,&) I ,w t)! (1 4- 0(1)) per w —00.

Osserviamo che non possono esistere cinque interi consecutivi 
n0. n04-l, n04-2, n04-3, 4-4 pei quali si verifichi simultanea­
mente

_/ 2\ (2i\ ./ 2i\ n
Ï0 ~+“ Tsfn^yJ “+■ T/,r(^------f “ 0

(n = n0, n04-l, ^04-2, n04-3, n04-4)

poiché altrimenti sarebbero verificate le quattro relazioni lineari

1 /2\“ 1 / 2\n 1 /2i\n 1 / 2t\w A

(n — 4-1, n0 4- 2, n0 4-3, n0 4- 4)

e ciò è impossibile poiché Vj, y2, y3, y4 sono non tutti nulli mentre



PICCOLE NÖTE

il determinante del sistema lineare nelle y è non nullo, essendo i 
. 2 2 2L 2Lquattro numeri v, —7-, -7-,---- r tutti distinti.t t t t

Sia n 2h -+• fc, con 0 < fc 4 e h > 4, intero scelto in guisa 
che sia

/2\ / 2\ /2i\ / 2A
(^) To Tifn^j Tîf«^ £y T a/n^Jy ~+~ Ti/ny ^y 0, 

(fissato /r l’intero k esiste per l’osservazione precedente) e consi­
deriamo le frazioni

2 2* . 2»
1' iTTl’ FTmJ’

siccome l’ esponente della massima potenza di 2 che divide 
n ! = (2* -4- k) ! soddisfa alla limitazione

(7) »«=2fë|=SF-J-l = 2*"x + ^ + -“ + l+'
3—1 L ’ 3—1 L J

r LI ' \ '

3 — 1 *- -J

l’ultima delle frazioni (6) si può scrivere a termini interi nel 
modo seguente

2n 2**1 / tn*n\\
F7n“! = “<7 ^n=2Ä=*=i)-

Si tratta di vedere ora che tutte le frazioni del sistema (6) si 
possono scrivere nella forma

LQ Lx Lt . Ln
{\ Mn> Mn" Mn

èssendo Lt. (r=0, 1,..., n) interi: infatti risulta

2'- n\ 1
(8) L’=F7H<‘ = r’’'7!2^^'

e detto lt! l’espónente della massima potenza di 2 che divide l’in- 
u!

tero —j ? in base alla (7) si stabilisce la limitazione

00 Trilr' = ln-lr^n — 1c— 1 — J]k —
3—1 .

S-1
quindi per la (8) è intero.
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/2\ / 2\ (2i\ I 2i\
Ciascuna delle espressioni fJ . ], fn\—r , fn -v- , fn[— , I (per 

il fatto che le frazioni (6) si possono scrivere nella forma (6')) 
moltiplicata per l’intero razionale Mn dà un intero di K{i); anche 
il primo membro di (5) moltiplicato per Mn risulta intero non 
nullo di K(i), quindi

Da questa, per le posizioni (3) e la limitazione (4) otteniamo

I - _2 2i __2i\
I 7o -+- Ti«* •+■ 7»e 4-t-ï8ee -HT<e

1 I l2\ ( 2\ (2i\ / 2 i\
= Mn I + ïîp,1\— t ) + t / + Ï4Pn\ t /

1 —2,l+l
— (l-t-o(l))(ÌY1| 4-1 y21 -+- |y,| 4- ,yJ)

e ricordando il valore di Mn e che k <Z 4

1 i 26 )
= + [ï2l+ It<I + °<1)) !

— (1 — 0| —ìì > 0 per n abbastanza grande.
Mn \ \nj / r

Dunque la (2) risulta dimostrata.

3. Osservazione. — Il ragionamento che precede si adatta con 
lievi modificazioni a dimostrare, in luogo della (2), la disugua­
glianza

1-4-1 —1—t 1—1 —l-|-t
7, 4- 7.6 t 4-Y-s ( 4-y3 e‘ 4- Y48 * 4=0;

basta sostituire nel ragionamento l’intero 1 -hi di K(i) in luogo 
dell’intero razionale 2. Ne risulta così dimostrato il teorema ana­
logo al precedente :

Teorema, — Qualunque sia l’intero razionale npn nullo t e 
qualunque sia la quintupla di interi razionali non tutti nulli 
(A, B, 0, D, E) risulta

2 1 .
A cos -h B sen | Je* Ce* -h D^cos -+- E sen 0.


