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PICCOLE NOTE ~ = - 7

Sui teoremi di Dirichlet ¢ di Bertrand-Tchebychef
relativi alla progressione aritmetica.

Nota di GiovanwI Ricci (a Pisa).

Sunte. - Si dimostrano, senza ricorrere alla feoria dei caratteri (mod. a)
e modificando un procedimento gid usato in una piccola Nota prece-
dente, due teoremi dei guali: il primo si accosta al classico teorema
di DIRICHLET relativo all esistenza di infiniti numeri primi nella
progressione aritmetica ax +b con (a, b)=1 (e nei casi particolari
‘a=4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 30 da lo stesso risultato del DIRICHLET)
e il secondo si accosta al teorema di BERTRAND-TCHEBYCHEF, esfeso
alle progressioni aritmetiche, relativo all esistenza di numeri primi
in segmenti abbastanza ampi di tali progressioni (e nei casi partico-
lari a =4, 6, 12 perviene alla forma classica del BERTRAND).

1. ITn una piccola Nota inserita nel precedente fascicolo di
questo « Bollettino » (!) abbiamo dimostrato, senza ricorrere alla
teoria dei caratferi (mod a), un teorema che si accosta al celebre
teorema di DIRICHLET sugli interi primi contenuti nella progres-
sione aritmetica ax +b con (a, b)=1. Qui ci proponiamo di ri-
prendere tale procedimento che, opportunamente modificato, ci
condurra alle due proposizioni seguenti delle quali: la prima da
un risultato pit vantaggioso di quello contenuto nella piccola Nota
citata (vedere ad es. i casi a =8 ¢ a =160 ai ni 2 e 3), e la se-
conda si accosta al classico teorema di BERTRAND-TCHEBYCHEF, sui
numeri primi compresi fra ax e x(1 + ¢), esteso alle progressioni
aritmetiche.

TeorEMA I. — Siano a, b interi con @ >0 e (a, b)=1. Nella
progressione aritmetica @ + b, 2a + b, 3@+ b,... esistono infiniti
numeri della forma np, dove p & primo e % (primo con, @) non
supera il numero

1 - o) = . ¢ R )
1oga+z‘ p 2 -a"l

- pla

(') Ved. G. Ricct, Sul teorema di Dirichlel relativo alla progressione
aritmetica, « Bollettino U, M. 1. », vol. XII (1933), pp. 304-309.
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dove la somma X si intende estesa a tatti i divisori primi p dia e
pla

11 1 »
Sk:1+§,;+3—,;+ﬂ+... . {(E=2,3,4,5...)

Inoltre il numero N(n) deglinteri positivi ax +b<% della

. . 7
forma np sopradetta ha I ordine di grandezza di "‘?, cioe

logn
R - n 7
(2) N@n)= 0 (1@;), Tog = O{(N(n)) per #—oo.
OSSERVAZIONE. — Pel valori delle somme S, abbiamo (')

S, =1,64493..., - S; = 1,20205..., S,=1,08232...,
S; = 1,03692..., S, =101734...,...
TeorEMA 1I. — Sia ¢ un numero reale con 0 <<t <1, e siano
a, b interi con a> 0 e (a, by)= 1. Diciamo B.%) il numero de,l’ in-
teri contenuti nel segmento di progressione aritmetica
alfit — ]+ 1)+ b, af[{t — ¥} + 2) + b,.... alF]+ D
aventi la forma wup, con p primo e % (primo con @) non superiore
al numero
a
/ 1
s(loga+Z—Oéll—))—slogs—(l——s)log(l—s)
X p/ap_

/

3) Yo o)

b

dove la somma 2 si intende estesa a tutti i divisori primi p di a.

pla )
Per ;—+ oo il numero B() ha I’ ordine di grandezza di l-(J:g_”
cioe '
. 3 3 .
) BO = 0o s)s fogs= OB
. “Conseguenze del Teorema I.

2. In base alla (1) si verifica subito che &

3(8) < B, 3(12) << 4, 3(18) <5, 4(30) << 6, 3(60) < 11;
d"altronde si vede facilmente che assegnato 1'intero ¢ e la pro-
gressione aritmetica ax -+ b, con (@, b) = 1, esiste almeno un in-
tero bh,, primo con ca, tale che la progressione aritmetica cax -+ b,
risulta contenuta nella data, Si conclude:

(1) Ved. per esempio A. M. LEGENDRE, Exercices de calcul intégral,
Paris 1817, t. 2, p. 65. » »
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Il numero N(s) degl’interi primi <% contenuti in ciascuna
progressione avitmetica ax + b, dove (a, )=1 ed a & uno qua-
lunque dei numeri

4, 5, 6,8, 9, 10, 12, 15, 18. 30

bl

7
ha I'ordine di grandezza di -
log 4
In ogni progressione aritmetica 60x -+ b, con (60. b) = 1, esistono
infiniti interi di una almeno delle due forme p, 7p.

3. Si vede facilmente (ved. piccola Nota citata) che:

Se n,=1, n,,..., n, sono tutti gl'interi positivi non maggiori
di d(a@) e primi con @, ed & r > 1, formiamo gli # loro prodotti
ad r—1 ad » — 1:

DYy = Ry o By My = WMy o Wpyueey B = 90Ny o Wy (B0 = BL,).

Se (¢, b) = 1, una almeno delle r progressioni aritmetiche
ax + mb, ax + mb,..., wc+ mb (®x=1,2,3,..)

contiene infiniti numeri primi. Inoltre il numero complessivo
degl’interi primi <4 contenuti in esse ha Pordine di gran-
7l
dezza -,
log v .
Si conclude: Se (60, b) = 1 una almeno delle due progressioni
aritmetiche 60x + b, 60x + 7b contiene infiniti numeri primi.

Conseguenze del teorema II.
4. In base alla (3) si verifica subito che &

_ 3 .
><:), {5(30, 1)<1

b=

a6, <, sfs 2 )
b > 4 .<")7 518, 5}<57 .{j 12,

e si conclude:
Per ogni intevo x maggiore di un conveniente g, (dipendente
da b), in ciascun sistema di interi
~ . 4x
6@+ 1) + b, 6(x + 2)+b,..., 613 +b (6, )=1
8@+ 1) +b, 8@+ 2)+b,., 8Dbx-+b 8, 0)=1
122 +-1) + b, 1202 +- 2) + b,..., 12.2c+ b .»(12,b)=1
30(@ + 1) + b, 30(x + 2) + b,..., 30-4x -+ b (30, b)=1

esiste almeno un numero primo.
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5. Le dimostrazioni dei teoremi sopra enunciati si fondano
‘sulle quattro formule seguenti (*):

I) log (B1) =%logi —E+0f);  (1D) ¥ logp =+ off);
, j a3

- ¢ ). log p v
() 21 e+ o) (IV)Egr—logE—C+o()

(C costante di EUvLER-MASCHERONI).

Dimostrazione del Teorema 1.
6. Nel dimostrare il Teorema I c¢i imbatteremo nella serie

o0

1 - .
Z ————= che sostituiamo con un’altra piiz rapidamente conver-
= s(as + 1)

gente, e ciod:
3 2 (—1)+8 ( 1 1 1

5 A A Mt — o e

©) le(asa‘l)_kz_2 ax1 ’ S"_1+2’°+3"+4"+"'>'
s =

Infatti &

_ i1 L
—%sh‘-fl _sH-l(as,"*‘l)

e facendo successivamente k=1, 2, 3,.. ne segue la (5), quando

. S
si tenga conto che a >1 e quindi E;_%.»(} per k— +oc (%)

7. La prima delle (2) & ovvia conseguenza della formula (III);
quindi si tratta di dimostrare la seconda delle (2). Si pud supporre
senza alterare la generalith (dato il carattere asintotico del teorema)

. i

(*) Ved. E. LaNDAU, Handbuch der Primzahlen, p. 72, p. 195, p. 196,
p. 200. '
(?) Si noti che & : e
& S 1\ PIG)'
: f— e N = .__.g..
;s(as+1) “21<s 1) C+a+ )

1
8+ pe I‘(a)

ma preferiamo scrivere come in (5).
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che sia —a <b < 0. Poniamo per E>1
(6) Af) = (@ + b)2a + b) ... (] + D).

Essendo A() > a+2a- ... :[t — 1]Ja, quindi log A()>[: —1]}loga +
-+ log (8 — 1]!), per la (I) si ricava subito

0 log A() >t log &+ (log a — 1) + of).

Ci proponiamo di determinare un’espressione maggiorante per
log A(%).

8. Poniamo

C 1 < (—1)xS
(8) p(r)_—_z sas 1) ,‘ZQ(—“EQ + log» +

s=1

r 1 1
+C_32=1§+10g(1+&?)'

I . 1 _ "1
Poiche per r-—+4-co & log(l “+ J)”O’ Tog r + C——-szzlg —0 e
inoltre vale la (5), risulta anche p(#)—=0; quindi si pud determinare
un intero r abbastanza grande in guisa che detto h il minimo

intero primo con a e maggiore di 3(a), sia ancora (ved. la (1))

*_ <h.

lo ‘ — 1)*8
loga+2 E{+2(ak11k+9(7')
: p’a,p k=2 :

@

Fissato cosi 1’intero r, consideriamo 1’ espressione A(%) data dalla (6).
per ogni % che soddisfa alla condizione

(ar -+ 1)*
(10) b2t

Denotando con I(p) I’ esponente della massima poﬁ‘&qza di p ch»
divide A(}) abbiamo '
(11) log A)= X I(p)logp

' p

e ci proponiamo di valutare I(p).

9. Osserviamo che se p divide ¢ nomn divide il pro&btto AE);
mentre se p non divide a, la classe di interi a + b, 2a + b,..., [Ela+b
¢ periodica secondo (mod. p%) di periodo p%, (s =1); anzi, poich® p
non divide aleun intero ax + b per cui si abbia 0 <ax -+ b < p:,
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possiamo considerare la detta classe di interi periodica secondo
(mod. p°) di periodo p*, con un periodo che si inizia coll’ intero

aqp—]-k—1>+b,

)

essendo stabilito che p°* non divide alcuno degl’interi ad esso
precedenti.

1
Osserviamo inoltre che per ogni p > 717;-:———1) risulta per la (10)
L atE+ 1y al
e ar+ 1 aE( 1),_aE>w[E]-+-b

quindi per ogni p > nessun fattore di A() & divisibile per p*.

+1
Distinguiamo vari casi:
1%) Se p divide a risulta I(p)=0.

20 cﬂi+1)
Z)Sepé e 1

e p pon divide @ valutando i periodi

(mod. p’) nei fattori di A() a partire dal fattore a([§]+ 1) + b,

e tenendo conto dell’eventuale parte di periodo rimanente alla
fine, abbiamo '

T
Al Bl

dove k==k(p, f) & tale che p* < a[f] + b <p"*, ciod
iog (aff] + b)] _logi+ 01
log p - logp

Si semplifica subito come segue

b=k, 5 =|

. 1 1 1 ( 1
l(p]§1;+1)(p+1;;+§5+...>+k\l—a),

1 lo 1 o) . . o
cioe, essendo i 17%131 Togp = fog p’ abbiamo in definitiva

. 1 1) log ¢ + O(1)
{(12) l(P)éip 3t (1 - a) Jdog p '
o GE 1) ag+1) o ) T
3°) S ey <p——-6(_é—:1—)ﬁ (s=2, 3,..., r), risulta, come
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abblamo poco sopra osservato p* > aff] + b; 4’ altronde il numero

)] e poiche

o) < et =55 -
€+ Ljas + 1)
alf + 1)

dei periodi completi secondo (mod p)e [ ([ 1 — {—

1
T a

B 1 .4 N
si conclude [—([5] — Fmgs— 1, quindi in questo caso & I(p) <s.

(E +1

+1 .

al pilt un solo fattore di A(«;) ¢ divisibile per p: dunque !(p)=<<1.

‘ Sia @ > 1 e denotiamo con M, () il numero dei divisori primi

distinti del prodotto A(f) tutti maggiori di wf. Per ciascuno di tali
divisori primi risulta I[(p)=1 e logp =log’ + O(1).

4") Finalmente se p > ), risulta p* > a[f] + b e inoltre

10. In base alla (11) pogsia,mo serivere
(13) logAG)=2Up)logp =2+ 32, + %, + ..+ 32, + Z,,,,
»
dove le somme parziali X; sono le seguenti e le calcoliamo colle

formule (II), (III), (IV) del n. 5 e tenendo conto dei valori di I(p)
‘maggiorati al n. 9.

Yo =2, lp)logp =M, logk + O(1)}

p>0f
R 21: 2 ip)logp < 2 log p =
1 s
WD p<ut Al pzut

fuunad (o) — &Ta——i)s -+ O(E)
‘ 2,: 2 Iip)logp <s Z log p =

a+1) o aCG+1) ai+1) o a+1)
as—+1 *a(s—l)—f—l as—+ 1 —as-———_1)+1
e “
=8| - Fvold), (=237
? —3(0(3,—1)+1 as+1)‘+0(")’ (8=2,3,...7)
2,-..., B Z Up)logp <
<o+
= ar+1
o log p log p
= p—1"— Zp-—l ¢+
<o+ /a

=~ ar+1

e
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+ (1~%)(log§+ o) 1!—
' a(€+1} pla
’ (PE5r i1 ;

_ Iogp a-—l ,
Elog64—§—-logr—log< )—- ——pz,a ar+1€£+om'
Osservando che &

. a
a+1+2 ( s—l as+1)+
a—1 . Lo '
Far+1:_1+{§§_s§13ms+1)’

otteniamo per la (13), tenendo anche conto della posizione (8):

log A() < M, (E) i log &+ O(1)} +-Elog & +
+3o)—-1—p(r)_z(____ik1& ___2 logp £§+0()

—
k=2 e pla

e confrontando questa con la (7) ofteniamo in definitiva

(14) | (E)>;loga+2 gp +
p!a

(—)Sk E E
+ 3 EY <f>*wlogs+°(17g“z)-

2
k=2 a

11. Scegliamo adesso w, fin qui rimasto in nostro arbitrie, in
guisa che sia .

(15) 1oga+2 Z( s +p(r)>m>%,

e questo & possibile per la (9). Allora per la (14) avremo

(16) ot = O )

12. Per ogni fattore ax -+ b del prodotto Af) msulta (essendo
b<0) .
ax—+b a[E]+b<’aE+b<Fc_t> ,< <

el = (.)E = of o of
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(e quindi maggiore di «f) borrisponde un termine della progres-
sione aritmetica ax + b avente la forma np con
p>of, n<h, (n, a)=1,

e quindi }anchez n'< a). :
" Ricordando il significato di N(s) che figura nell’enunciato, si

1 2
conclude che non appena E soddisfa alla (10), cioe Eg(_ar;“ ) :

vale la limitazione N(a[t]-+ b) = M (), e valendo le (15), perla (16)
risulta :

fogs = OWV(al] + )

e quindi anche la seconda delle (2). I1 Teorema I risulta cost di-
~mostrato. - :

Dimostrazione del Teorema 11. ,

13. La dimostrazione del Teorema II procede in modo analogo
a quella del Teorema I; esporremo quella succintamente facendo
via via ricorso ai passi analoghi di questa.

Supponiamo anche qui, senza alterare la generahta —a<< b <0,

1
e poniamo per ’g—s
(17) A= H (at +b).
(1—e)f<t=<t
Essendo A.(5) > |[(1 — <] +1ia-{[(1 —cf]+2ia-..-i1[E]—11a
si ricava subito per la (I) (ved. n.t 5, 7) ‘
(18) log A () =t logt + {e(loga — 1) — (1 —¢) log (1 — ¢) | £ + 0(§)

e allora cerchiamo un’espressione maggiorante per log 4,(f).

- ‘
1
14. Posto g(r) =logr + C — 275, risulta p(r)— 0, per r—=— oo;
=1
quindi, detto h il minimo intero pesitivo primo con a ¢ maggiore
di B(a, ¢), & possibile determinare un intero r per cui sia ancora:

(19) * <h.

(loga+2 +p(r))——elogs——(i—-—a)log(i——s) .
pla

ar®
Fissato cost r, scegliamo £ in guisa da avere § > — . Denotando

con I(p) 1 esponente della massima potenza di p che divide 4.()
risulta

20) , log A.() = fo I(p) log p.
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15. Come al n. 9 si arriva alle conclusioni seguenti
19 Se p d1v1de a risulta l(p)—~0

2°) Se p < <t 5 e p non divide a abbldmo -

= (3] 1) « (8] + 1) oo (5] 1)

o |log (aft] + b)l _logE+0(1)
—[ log p T logp

dove

e in definitiva risulta

1 log § + O(1)
£ :
l‘p)ésﬁp_lﬁ“ logp °
& &€ . g% %2
3")9e—\p<s_1(s:2,3 ,r)éanchep> !g—r—>

> q[¢] + b dunque I(p) <s.
4°) Se p > <& & anche p®> a[¢] + b dunque (p) < 1.
Sia » >.¢ e denotiamo con M’, () il numero dei divisori primi
distinti del prodotto A.(f) tutti maggiori di »f. Per ciascuno di
tali divisori primi risulta (p) =1 e log p = log§ + O(1).

16. Per la (20) si pud scrivere
21) logAd.()= 12;- Up)logp =2y + %, + 2, 4 . + 2, + 3,

dove
Zo = 2 Up)logp = M', () log & + O(1)]
p>of
21: 2 p)logp < Z log p = (» — €); + o)
E<pS ok << pSmf
(Y= X Uplogp<s Y logp=
ef ek )
*<p< s—1 _<p<s—1
1 1,
:ss(s——_l—— *);—i—o(,} (8=2,8 )
Yo=Y Up)logp <
p<—5 '
lo p 10 P /
=4 Y T X gt o) B 1-Y1 =
’ EEP pla <E_€ p/a
\pé; S p:r . ’
1

—¢ilogt+ glogs—logr-— C— Z logp
pja ¥
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Introducendo questi valori nell’ uguaglianza (21) col tener conto
del signilicato di g(r), ofteniamo un’espressione maggiorante per
log A.(%), la quale confrontata con la (18) conduce alla limitazione

(22) [H()>S(10ga+2b——+9(r)> -
0\ pla?

—cloge—(1 —¢)log(l —¢) — o g 1?{;' + o(l—(—)—é—)
17. Scelto o in guisa che sia
1 ,
sloga + Z 8L glr) ! e—cloge — (1 —e)log(l —e) >0 > e
? p—1 { h
pla
risulta dalla (22)

log % = O(M',(3))
o la dimostrazione del Teorema II si completa propric come fu
fatto al n. 12 per quella del Teorema I.

Nora (aggiunta alle bozze di stampa). — In seguito alla pubblicazione
in questo « Bollettino » della mia piccola Nota citata, e dopo che anche
questa era ormai presentata, il sig. PauL Erpos di Budapest mi spediva,
_con lettera del 13 gennaio u. s, il manoscritto di un suo lavoro, Ueber die
Primzahlen gewisser arithmetischer Reihen. Questo suo lavoro, presentato
fin dal settembre 1932 alla Redazione dei « Mathematische Zeitschrift ».
sard pubblicato prossimamente in quel Periodico. Mi & grato qui segnalare
Ia natura assolutamente elementare dei mezzi impiegati dal sig. PAurL ErDos
e i risultati da lui conseguiti su questo argomento.



