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PICCOLE NOTE 7

Sui teoremi di Dirichlet e di Bertrand-Tchebychef 
relativi alla progressione aritmetica.

Nota di Giovanni Ricci (a Pisa).

Sunto. - Si dimostrano, senza ricorrere alla teoria dei caratteri (mod. a) 
e modificando un procedimento già usato in una piccola Nota prece- 
dente, due teoremi dei quali : il primo si accosta al classico teorema 
di Dirichlet relativo all’ esistenza di infiniti numeri primi nella 
progressione aritmetica ax-pb con (a, b) = 1 (e nei casi particolari 
a — 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 30 dà lo stesso risultato del Dirichlet) 
e il secondo si accosta al teorema di Bertrand-Tchebychef, esteso 
alle progressioni aritmetiche, relativo all’esistenza di numeri primi 
in segmenti abbastanza ampi di tali progressioni (e nei casi partico­
lari a — 4, 6, 12 perviene alla forma classica del Bertrand).

1. In una piccola Nota inserita nel precedente fascicolo di 
questo « Bollettino » (*) abbiamo dimostrato, senza ricorrere alla 
teoria dei caratteri (mod a), un teorema che si accosta al celebre 
teorema di Dirichlet sugli interi primi contenuti nella progres­
sione aritmetica ax 4- b con (a, b) = 1. Qui ci proponiamo di ri­
prendere tale procedimento che, opportunamente modificato, ci 
condurrà alle due proposizioni seguenti delle quali: la prima dà 
un risultato più vantaggioso di quello contenuto nella piccola Nota 
citata (vedere ad es. i casi a = 8 e a — 60 ai n.1 2 e 3), e la se­
conda si accosta al classico teorema di Bertrand-Tchebychef, sui 
numeri primi compresi fra x e x(l 4- e), esteso alle progressioni 
aritmetiche.

Teorema I. — Siano a, b interi con a :> 0 e (a, b) = l. Nella 
progressione aritmetica a + ò, 2a 4- b, 3a 4- b,... esistono infiniti 
numeri della forma np, dove p è primo e n (primo con u) non 
supera il numero
(1) • 8(a) =---------- a-------- ------------- ,

» —1 mJ ah~x
r K—2

, (*) Ved. GL Ricci, Sul teorema di Dirichlet relativo alla progressione
aritmetica, « Bollettino II. M. I. », vol. XII (1933), pp. 304-309.
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dove la somma 2 si intende estesa a tutti i divisori primi p di a e 
pia

+ + i + - (fc = 2,3,4.5--)-

Inoltre il numero iV(tì) degl’interi positivi ax -+- b < della 

forma np sopradetta ha l’ordine di grandezza di > cioè

(2) ^ = 0^)) permeo.

Osservazione. — Pei valori delle somme Sk abbiamo (J)

S2 — 1,64493..., Ss == 1,20205..., == 1,08232...,
S5 = 1,03692..., S6 = 1.01734...,...

Teorema II. — Sia £ un numero reale con 0 < £ < 1, e siano 
a, b interi con a> 0 e (a, ò)=l. Diciamo B£(£) il numero degl’in­
teri contenuti nel segmento di progressione aritmetica

a([(ì - s);] -4 1) 4-b, MI - £$ + 2) -+- b,.... «{;] -+- b 

aventi la forma np, con p primo e n (primo con a) non superiore 
al numero

(3) ß(«., s) — —----------------
si Ioga + 2

V Pi«
£ log £ — (1 — £) lüg (1 — £)l°gP 

P~ 1

a tutti i divisori primi p di a.

?

l’ordine di grandezza di ?

dove la somma 2 si intende estesa 
pia

Per ; —* oo il numero Bg(;) ha

cioè 

w
/ ? »

R(;) = 0 = OtM)).7 \logç/ log; 77

Conseguenze del Teorema 1.
2. In base alla (1) si verifica subito che è

3(8) < 3, 3(12) < 4, 3(18) < 5, 3(30) < 6, 3(60) < 11 ;

d’altronde si vede facilmente che assegnato l'intero c e la pro­
gressione aritmetica ax 4- b, con (a, b) — 1, esiste almeno un in­
tero èj, primo con ca, tale che la progressione aritmetica cax-i-bl 
risulta contenuta nella data. Si conclude:

p) Ved. per esempio A. M. Legendre, Exercices de calcul intégral, 
Paris 1817. t. 2, p. 65.
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Il numero degl’interi primi <1 contenuti in ciascuna 
progressione aritmetica ax 4- b, dove (a, b} = 1 ed a è uno qua­
lunque dei numeri

4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 30

7j
ha l’ordine di grandezza di |Ogr-

In ogni progressione aritmetica 60^4-6, con (60. b) = 1, esistono 
infiniti interi di una almeno delle due forme p, 7p.

3. Si vede facilmente (ved. piccola Nota citata) che:
Se nì — l, n2,..., nr sono tutti gl’interi positivi non maggiori 

di o(a) e primi con a, ed è r > 1, formiamo gli r loro prodotti 
ad r — 1 ad r — 1 :

m1 = MzNz... n,., m2 = nYn2... n,..., m(. — HjW2 ... n,._j ; (mi — n^nifi

Se (a, 6) — 1, una almeno delle r progressioni aritmetiche

ax 4- mfi, ax 4- rn.fi,..., 4- m,b (x—1, 2, 3,...)

contiene infiniti numeri primi. Inoltre il numero complessivo 
degl’ interi primi H contenuti in esse ha l’ordine di gran- 

7j 
dezza ;

log V
Si conclude : Se (60, b) — 1 una almeno delle due progressioni 

aritmetiche 60# 4- b, 60cv 4- 7b contiene infiniti numeri primi.

Conseguenze del teorema II.
4, In base alla (3) si verifica subito che è

1
3, tz 12,

/ 3
st 30, z

e si conclude:
Per ogni intero x maggiore di un conveniente ;0 (dipendente 

da 6), in ciascun sistema di interi

6(x* 4- 1) 4- 6, 6(x 4- 2) 46 j 4 b

8(æ 4- 1) 4- 6, 8(M 4- 2) 4- b,..., 8-5# 4 b
12(x 4- 1) 4- b, 12(M 4- 2) 4- 6,..., 12.2x 4- b
30(M 4- 1) 4- ò, 30(vü 4- 2) 4- b,..., 3O-à 4- b

(6, b) = 1

(8, 6) = 1 
r(12, b) —1 

(30, b) —1

esiste almeno un numero primo.
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5. Le dimostrazioni dei teoremi sopra enunciati si fondano 
sulle quattro formule seguenti (x):

(I) log ([5] !) = 5 log $ — 5 4- 0(5) ; (II) £ log p = 5 4- 0(5) ;

<nl' l1 = + "(Ä - (IV’ 1 I - c * *>■

7. La prima delle (2) è ovvia conseguenza della formula (III);
quindi si tratta di dimostrare la seconda delle (2). Si può supporre 
senza alterare la generalità (dato il carattere asintotico del teorema)

(C costante di Euler-Mascheroni).

Dimostrazione del Teorema L
6. Nel dimostrare il Teorema I ci imbatteremo nella serie 

°° 1^2 ï ohe sostituiamo con un’altra più rapidamente conver­

gente, e cioè:

(5) F  /e _i 1 \1
& s(as 4-1) — à a*-1 ’ V* ~ 2* 3* 4*

Infatti è

_ 1 ( _1____ 1 I
a ( 8**1 sk+1(as 4- 1) )

e facendo successivamente k — 1, 2, 3,... ne segue la (5), quando 
S

si tenga conto che a > 1 e quindi 0 per k —* oc (*).

(9 Ved. E. Landau, Handbuch der Primzahlen, p. 72, p. 195, p. 196, 
p. 290.

(7 8) Si noti che è

ma preferiamo scrivere come in (5).
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che sia — a <z b <Z 0. Poniamo per 5 > 1

(6) M) = (a + 6)(2a -+- b)... (P]a +- 6).

Essendo Jp) > a*2a- ... •[£ — l]a, quindi log A(ty > p — 1] log a -+- 
-+• log (p — 1] !), per la (I) si ricava subito

(7) log M) Uog ? (log a — 1); ost).

Ci proponiamo di determinare un’espressione maggiorante per 
log A®.

8. Poniamo

(8) p(r) = ÿ ----- — - y L j . * logr
"s(as-+-1) "2 aK 1 &

r 1 / 1 \
+ c-y- + iog i + - .

"8 & \ ari8=1 X '

/ 1 \ 1
Poiché per oo è loglio-—i — 0, log r -+- C — 0 e

' ' s=l

inoltre vale la (5), risulta anche p(r) —0; quindi si può determinare 
un intero r abbastanza grande in guisa che detto h il minimo 
intero primo con a e maggiore di 8(a), sia ancora (ved. la (1))

(9)
a

, vi logp v? (~ 1)^>Sfe 
los« + -+- L g*-i + pW

p\ap *=2

< h.

Fissato così P intero r, consideriamo F espressione A(ty data dalla (6) 
per ogni E che soddisfa alla condizione 

(10) ; >
= a

Denotando con l(p) F esponente della massima pof^iza di p che 
divide jlp) abbiamo
(11) logjl(£) = S /(2>)logp

p

e ci proponiamo di valutare l(p).

9. Osserviamo" che se p divide a non divide il prodotto A(5); 
mentre se p non divide a, la classe di interi a ò, 2a 6,..., p]a -+- b 
è periodica secondo (mod. ps) di periodo ps, (s^l); anzi, poiché ps 
non divide alcun intero ax-+-b per cui si abbia 0 < ax 4~ b < ps, 
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possiamo considerare la detta classe di interi periodica secondo 
(mod. ps) di periodo ps, con un periodo che si inizia col? intero

/lps] \a K -4*1 4-6, 
\[a J /

essendo stabilito che p* non divide alcuno degl’interi ad esso 
precedenti.

Osserviamo inoltre che per ogni p > risulta per la (10)

a*(£ 4- 1)î al
P > 7-----------• /------------------------- ni > > a[q 4- 6,(ar 4- 1)* (ar 4- lp — L 1 ’

quindi per ogni p > nessun fattore di j!(£) è divisibile per p*.

Distinguiamo vari casi:
1°) Se p divide a risulta l(p) — 0.

I p
2°) Se p < —-----T o p non divide a, valutando i periodi

7 r = ar 4-1
(\p*\ \

(mod. ps) nei fattori di jt(£) a partire dal fattore al — 4-114-6, 

e tenendo conto dell’eventuale parte di periodo rimanente alla 
fine, abbiamo

ws ! |> - [:])]+1 h 1 [?([SI - [«"])] *1 k -

••• * !Ipfra - !»I)1 *1 i

dove k = k(p, l) è tale che pK 4- 6 <pk+1, cioè

« — ») — [ logp I logp

Si semplifica subito come segue

l(p} (; + 1)Q + p 4- p + •••) + k (1 - ph

1 logp 1 0(1) . , ». ...
cioè, essendo = “ZI‘ abblamo in definitiva

. w 1 A 1\ log 5 4- 0(1)
(12) Kp)LÎ+ Il - a) —-

3°) Se --7- <p <-, T. (« = 2, 3,..., r), risulta, come
7 as 4- 1 — a(s — 1)4-1
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abbiamo poco sopra osservato px :> a[?] 4-; d’altronde il numero 

dei periodi completi secondo (mod. p) è — ( [?] — - i e poiché

A (m ___ < — 6_ ¥ -p 1 \ — ; <
p \L’J [aj/ p \ a / p a

(5 4-1 X«s -4-1) 1^^
a(? -ni) a S

si conclude <7 s—1, quindi in questo caso è lip) <C s.

4°) Finalmente se p > —~ , risulta p* > a[?] 4- b e inoltre 

al più un solo fattore di J.(?) è divisibile per p : dunque l(p) 1.
Sia w ^.1 e denotiamo con (?) il numero dei divisori primi 

distinti del prodotto j4(?) tutti maggiori di w?. Per ciascuno di tali 
divisori primi risulta Z(p) = 1 e logp — log? 4- 0(1).

10. In base alla (11) possiamo scrivere

(13) log Afy = S Z(p) logp = £0 Sj 4- ï2 4- ... 4- 4- 2,.^,
p

dove le somme parziali Sf sono le seguenti e le calcoliamo colle 
formule (II), (III), (IV) del n. 5 e tenendo conto dei valori di l(p) 
maggiorati al n. 9.

So = S zü>) U,SP = <0 (5) ! log Ç + 0(1) !
p>0>»

- S1= S ^<p) logp^ S logP =
a(£4-1) -- - a(g4-l) x -j-<p<a>g _j<pâw6

ys= S logp s i°gp—
«(5 + 1) 0(5 + 1) 0(5 + 1) . < «(5+1)
as 4-1 P ~ a(s —1)4-1 as 4-1 ““ a(s —1)4-1

= 8 ( -/---- Ti-----T------- + o(E), (s = 2, 3,... r)
\a(s~ 1)4-1 as4-l/

S’+i= S z(p) logp <
a(L + l)

— ar4-l
logp yì logP I ; .

„^-«(6 + 1) P/« /
\p~- ar4-l '
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~h fi — “ì(l°g E 0(1)) ( 2 J] 1 ) = 

i n •+• *) P/a 
lP=ar-+-l J

= Uogl + j - log r - log (1 - ÿ - C - 2 j ? + ost).

P/a

Osservando che è

a [ n n
a + 1 + S \a(s — 1) -f1 as + l/ +

a — 1 V 1 - V 1 
ar -+- 1 " s “ sins -t- 1) ’8=1 3=1 7

otteniamo per la (13), tenendo anche conto della posizione (8): 

log Lst) Jfu ($) j log ? -+- 0(1) j 4- Uog ? -4-

I ■' 1 / , V (— V loS-P ì ; à
0J-l-p(r)-2 ~5î=ï------ 2j

( L=2 pia r ]

e confrontando questa con la (7) otteniamo in definitiva

(14) ■Mu(S)^ ( log a -+- V log-P
H P-1P/a

(— 1)*^A ' ( \ / % / E \
S ah l w I log £ °\log

11. Scegliamo adesso 0), fin qui rimasto in nostro arbitrio, in 
guisa che sia ç

(15) log a + +
pia “ L=2

e questo è possibile per la (9). Allora per la (14) avremo

(16) _^=0(>u(?)).

12. Per ogni fattore ax-+-b del prodotto A(S) risulta (essendo 
6 < 0)

ax -F- b a[?] a

e si conclude che ad ogni fattore primo di A(£) computato in Jf Q(Ç) 
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(e quindi maggiore di co?) corrisponde un .termine della progres­
sione aritmetica ax + ò avente la forma np con

p > n < h, (n, a) = 1,

e quindi anche n 3(a).
Ricordando il significato di N(^) che figura nell’ enunciato, si 

(at* I 1)2 
conclude che non appena l soddisfa alla (10), cioè ? ~,

vale la limitazione N(a[Q -+- b) Jfu(5), e valendo le (15), per la (16) 
risulta

ìogj = Û(;V(a[ç] 4- 6))

e quindi anche la seconda delle (2). Il Teorema I risulta così di­
mostrato.

Dimostrazione del Teorema li,
13. La dimostrazione del Teorema II procede in modo analogo 

a quella del Teorema I; esporremo quella succintamente facendo 
via via ricorso ai passi analoghi di questa.

Supponiamo anche qui. senza alterare la generalità, — a < b < 0, 
, 1 e poniamo per ç > -

(17) 4,(5)= H (<rt + 6).
(1 —e)è<#<5

Essendo 4,(5) > | [(1 — e)5] -+-1 ! a-1 [(1 — e)5] 4- 2J a-... • | [5] — 11 a 
si ricava subito per la (I) (ved. n.1 5, 7)

(18) log 4,(5) s5 log 5 -+- I -(log a — 1) — (1 — e) log (1 — e) 15 + o(5) 

e allora cerchiamo un’espressione maggiorante per log4,(5).

r 1
14. Posto p(r) — log r 4- C — 2 , risulta p(r) —0, per r

s—1
quindi, detto h il minimo intero positivo primo con a e maggiore 
di ß(a, e), è possibile determinare un intero r per cui sia ancora :

(19) -- ---------- ------- ì------- -------- ------------------------------------------- < h.' / / log n \
«I log a +• ) —6 log8 — (i —£) log (1 — s)

Fissato così r, scegliamo | in guisa da avere l . Denotando 

con l(p) l’esponente della massima potenza di p che divide ^(?) 
risulta
(2Ö) log4,(5) = S ?(p) logp.

p
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dove

4
3°) Se -

> a[ç] b dunque l(p) < s.
4°) Se p > 4 è «anche p2 > a[£] 4- b dunque l(p) < 1.

Sia w e e denotiamo con (?) il numero dei divisori primi 
distinti del prodotto tutti maggiori di <4. Per ciascuno di 
tali divisori primi risulta l(p) 1 e log p = log l -+■ 0(1).

^0 — S Kp)^ogp = M'w^)\\ogl 4- 0(1) i 
p>^

Si = S losp < S los^—~ e)’ +
S ^<p^l

g; 
p* I

(s —2, 3,.... r)

15. Come al n. 9 si arriva alle conclusioni seguenti 
1°) Se p divide a risulta l(p) = 0.

4
2°) Se p < — e p non divide a abbiami

/(jP ) I -F* 1 j -4“ I 9
\LPj / \lP .

16. Per la (20) si può scrivere

(21) log ^1 est) — i(p) lOKp — r, 4- L. +ì, + ... 4- 2,. 4- 2, 

dove

<e5 1 , log?+ 0(1)
= ’ p — 1 log p
4

= 4 log ; 4- ! logs - log r - C - 2
( p/aP

g2?2 g2£2
r) è anche p* > ^4- > —T-7 K- == r2

: S ?(p)l°gp^s S logP =

s 8—1
/ 1

— < P<-----T8 —8 - 1

= 85 ! —7 — 4- o(;)\s —■ 1 «/ 17

S'4-l— S ^)10gP^

PZ-

ÿ°?ï-S‘°F1(-+ owii s 1-21 

p/a ( I v<- Pla
] ( P ~r

fc _ [log ] + 6) | _ log ? + 0(1)
— L logp J logp

e in definitiva risulta
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Introducendo questi valori nell7 uguaglianza (21) col tener conto 
del significato di p(r), otteniamo un’espressione maggiorante per 
log la quale confrontata con la (18) conduce alla limitazione

(22) M',., fi> ;> h log a -t- 2
( \ Pi« P

--  L lOg £ --  (1 --  S) log (1 --  S) --  <0

4- p(r)j s —

4- 0(5— 
log ; \log

17. Scelto co in guisa che sia

! log ft 4- + f(r) Is —slogs - (1 - s)log(l —e)>w>
l p/ap '

risulta dalla (22)
x

1^=<w'»©)

e la dimostrazione del Teorema II si completa proprio come fu 
fatto al n. 12 per quella del Teorema I.

Nota (aggiunta alle bozze di stampa). — In seguito alla pubblicazione 
in questo « Bollettino » della mia piccola Nota citata, e dopo che anche 
questa era ormai presentata, il sig. Paul ErdöS di Budapest mi spediva, 
con lettera del 13 gennaio u. s., il manoscritto di un suo lavorò, Ueber die 
Primzahlen gewisser arithmetischer Reihen. Questo suo lavoro, presentato 
fin dal settembre 1932 alla Redazione dei «Mathematische Zeitschrift», 
sarà pubblicato prossimamente in quel Periodico. Mi è grato qui segnalare 
la natura assolutamente elementare dei mezzi impiegati dal sig. Paul ErdöS 
e i risultati da lui conseguiti su questo argomento.


