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Sugli invarianti del quadrato di un’omografia.
Nota di Tommaso Boggio (a Torino).

Sunto. — Mediante V equazione caratteristica di Cayley, che lega le po­
tenze di un’ omografia e i suoi invarianti, vengono calcolati molto sem­
plicemente gli invarianti di un’ omografia che opera in un iperspazio.

Ho già avuto occasione di mostrare, in un mio lavoro di molti 
anni fa (x), quale partito si possa trarre dall' equazione caratteri­
stica di Cayley (a. 1858), che lega le successive potenze di un’ omo­
grafia e i suoi invarianti.

(*) Boggio, Sul gradiente di un’omografia vettoriale, pag. 389 (« Rendi­
conti R. Accademia Lincei », vol. XIX, serie 5a, 2° sem., 1910). — Rurali- 
Forti e Marcolongo, Trasformazioni lineari, pagg. 63 e 68 (Zanichelli, 
anno 1929). . . r
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Ora ne farò un’ altra utile e semplice applicazione, mostrando 
che da tale equazione si possono ricavare facilmente gli invarianti 
del quadrato di un’omografia che opera in uno spazio euclideo Sn, 
con un numero qualunque di dimensioni.

Se oc è un’omografia che opera sui vettori dello spazio Sn, 
l’equazione caratteristica di Cayley può scriversi (*)

(1) xM — (I^x"“1 4- (I2x)xM“2 — ... -+- (— l)wInx — 0,

ponendo, per brevità, a,. = I,.a, e riunendo in un membro i termini 
contenenti potenze pari di oc e nell’ altro quelli contenenti potenze 
dispari, possiamo dare ad essa la forma :

xn H- a2xw““2 a4xn—4 4- ... = Ujx’*-1 -+- a3xw~3 4- ... ;

elevando a quadrato si ha :

oc2u'-f- 2a2x2w~2 -+- (2a4 4- a22)x2n~4 4- (2a6 4- 2a2a4)a2w”6 4-
> +- (2a8 4- 2«zttg -4- tt42)xà"8 4-... — «ì2x2"-2 4- 2a1a3x2M~4 4-

4- (2a1a5 4- a32)x2w~6 4-(2a1a7 4- 2a3a5)x2M”8 4- ... 

od ancora :
x2M 4- (2a2 — a/Jx”1”“8 4- (2a4 — 2a^a3 4- a22)oc2ìl-4 4-

4- (2a6 — 2«à 4- 2a2a4 — a32)x2n~6 4-
4- (2a8—2cri«7 4- 2a2a6 — 2a3a5 4- a42)x2M-8 4-... 4- (— 1 )“an8 = 0.

D’altra parte, ponendo a2 al posto di a nella (1), si ha :

x2" — Ix(oc2) - a2M~2 4- I2(a2) - x2M—4— I3(x2) - x2ìi~6 4- ... 4- (— l)nIn(x2) ~ 0, 

e confrontando colla precedente si ottiene :

I2(x2) = 2I4x — 2Ilx»I3x 4- (I2x)2, v
I3(a2) = - [2I6a — 2I1x.I5x 4- 2I2a.I4x - (I3x)2],

I4(x2) — 2I8x — 2IjX-I7x 4- 2I2x-I6x — 2I3x«I5x 4- (I4x)2,

I>2) = (V)’,

le quali danno precisamente i successivi invarianti dell’omografia x2 
in funzione di quelli dell’ omografia x.

L’ultima di esse è caso particolare della formula che dà l’in-

(’) Burali-Forti e Boggio, Espaces courbes, etc., pag. 15 (S. T. E. N.; 
Turin, anno 1924). — Burgatti, Boggio, Burali-Forti, Geometria diffe­
renziale, pag. 144 (Zanichelli, Bologna, anno 1930).
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variante à' ordine n del prodotto di due omografie (Espaces cour­
bes, etc., pag. 15; Geometria differenziale,pag. 143).

Con qualche modifica, il metodo precedente può essere pure 
utilizzato per calcolare gli invarianti di a3.


