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36 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

SulP approssimazione delle curve e degli integrali (%).

Nota di Basinio MaNIA (a Pisa).

Sunto. - Si do una nuova dimostrazione di un teorema del TONELLI
relativo all’ approssimazione di un integrale curvilineo in - forma ordi-

naria /f(x, ¥, ¥y)dx.
C

Mi propongo di dimostrare un teorema del ToNELLI (%) relativo

all’approssimazione di un integrale /f(x Y. y)dx, calcolato sopra
¢
una curva
Cot y=ylr) (@ <<x=<b)

con i fx) assolutamente continua nell’intervallo («, b} mediante i
valori dello stesso integrale calcolato sopra curve

C: o = ylx). (@ <<ax<"b),

di classe 1 aventi gli stessi punti terminali di C,.

Non avendo conosciuto la dimostrazione del ToNELLI, ne ho dato
un’altra che mi pare possa presentare qualche interesse e che mi
permetto di esporre in questa Nota.

1. Dimostreremo da prima il seguente
TrorEMA. — La funzione {(x, ¥, ¥') sia finita e continua per (X, y)
appartenente @ un campo piano limitato aperto D, e y' finito qua-
lunque; sia _
Cot Yy =1al), (@ <o <<b)

una curva assolutamente continua del campo aperto D per la quale

(!) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale
Superiore di Pisa.

(3) L. ToxeLLI, Sur une guestion du calcul des variations, < Rec. Math. »,
Moscou, 1, 33, 1926,



PICCOLE NOTE : 37
esista finito I integrale

e e endes
¢, :

fuori di C, esista finita la derivata fy(x,y, y’). ;

Si possano determinare due numeri positivi ¢ ed M tali che,
se 3(x) & una qualunque funzione definita in (a, b) con 0 < |3(x)| <o,
in ogni pseudointervallo B di (a, b) nel quale esista finito I integrale

[, gt + 3, 9@

E
st abbia

[ite, v + 00, g ide < .
E

Allora, assegnato ad arbitrio un numero n > 0, si pud determi-
nare wna funzione

y =y (@ <ax<Cb),

finita e continua insieme con la sua derivata prima e tale che:

1°) y(a) = yola), y(b) =y(b);
2% | (@) — yolx)| <<n in tutto Vintervallo (a, b);
b

3°)

b
Jfie, s, yiehas — ffie, wia, yoteds| <o

Fissiamo un numero R > (0 abbastanza grande affinché 1’in-
sieme E dei punti di (a, b) nei quali y,'(x) esiste finita con |y, (x)|<<R
abbia misura positiva. Bssendo # un numero intero qualungue > R
indichiamo con E, !'insiemeé dei punti di (@, b) nei quali |y,'(x)| <<n.

Dopo cid definiamo una funzione y,'(x; «) ponendo, per ogni
numero «, y,/(%; ) = ;@) + « in E, y,'(@; ) =9,/ @) in B, —F e
¥, (x; «) = 0 nell’insieme E,’ complementare di E, rispetto ad (a, b).

Posto

' x
Y, (x5 o) = yo(a) + f Y,/ (s o)da,
) a
si ha

) Y353 5) — fa) = 2(b — a)s () +s,(x)j]yo'|dx

essendo ¥,(x) un numero compreso fra -0 e 1 e () un numero
compreso fra —1 e + 1. . »
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In particolare

(%) Yulb3 5) — yolb) = om(E) + :r,(b)ﬁ u'| de,

e quindi se & x> 0 ed » & abbastanza grande affinch® sia

@ w16 < i,
En' N
si ha
Ul 1) — YoB) > 0, b5 —2) — yolB) < O0;

ed esiste un numero x compreso fra —« e « tale che

yn(b ; g) == ?!o(b)~
Essendo « > 0 fissato, sia » il pilt piccolo intero positivo per
1 .
il quale valga la (2), e tale che sia n > %"
- Allora abbiamo
’ b

® | jf(w, s 0, w3 3 dw—jfw, e, '@ | <

b

< ﬁ 1@, Y3 3y @5 ) — £l o) 9o'@)| A=<
< [ifi@ st 2, w3 ) — s ), 9] o+

+ f |l yles ), @) — fla, yo(x), yo' (@) | dew +
#,~E

+ f 1o, gl 0, 0)[ i+ f 1@, g, ') da

t

Al tendere di « a zero, il primo, il terzo e il quarto integrale
dell’ ultimo membro di questa disugnaglianza tendono a zero per
la (1) e per il fatto che m(E,’) tende a.zero. Per il secondo inte-
grale si ha

[i#t@, e 3, o) — o, o), gy'o) do =
B,—E

—ﬁ71z(9"’°‘*J0 x)| | f@, yo(x) -+ 3(), !/o ]dx
E-—E
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Abbandonando da E,—E I'insieme dei punti nei quali y,(x; ) = y()
si vede che

[, 1,52, ) — s ol 1) do < M M |, 2) — 1)
E,—E

e dalla (1) segue che anche il secondo integrale dell’ ultimo membro
della (3) tende a zero con o

Da qui e dalla (1) si deduce che, assegnato un numero » > 0, si
pud determinare un numero o* > 0 tale che per ogni |«| << o* la
funzione ¥, (x; «) soddisfi alle tre condizioni del teorema enunciato.

Con questo il teorema & dimostrato poiche ciascuna y,’(x; «)
limitata in (@, b), e quindi per ottenere una funzione di classe 1
soddisfacente alle condizioni del teorema basta approssimare la
curva di equazione y =y, (x; x) con delle poligonali inscritte ed
eseguire uno smussamento dei vertici.

OSSERVAZIONE. — Poiche nella definizione delle funziont yn(x ; «)
non interviene la funzione f(x, y, v'), se «,, ¢y,..., %m,... & URG SHc-
cessione di nwmeri positivi tendenli a zero ed n,, n,,.., Nm,.. S0N0
i corrispondenti valori di n, determinati come sopra si é detto, la
successione delle funzions

y”t(x; 11)7 ?/"a(x; “2)’-": y"m(x; ‘Xm)’"'

& tale che, per ogni funzione f(x, y,y’) soddisfacente alle condizioni
del teorema si ha

b

I, Y5 ), Y 5 %)) — 9,0, 30 | = 0.

2. Da qui possiamo dedurre il teorema del TONELLI a cui ab-
biamo accennato sopra; ma per questo occorre ricordare alcune
definizioni da lui poste nella sua Memoria.

Se f(x, ¥, y) ® una funzione finita e continua per (x, y) appax-
tenente a D e y' finito qualunque, si dice che f(x, y, y) soddisfa
alla condizione «) se ad ogni parte limitata e chiusa D’ di D si pos-
sono far corrispondere due numeri positivi A e A tali che, per (x, y)
appartenente a D' e ¥ finito qualunque, si abbia sempre

|f(x7y7yl)|£)\+A|y'|; #

si dice che f(x, y, y') soddisfa alla condizione £), se ammette ovunque
finita in D la derivata f,(x, 4, ') e ad ogni parte limitata e chiusa D’
di D si possono far corrispondere due numeri positivi A e A tali che,
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per (x, y) appartenente a D’ e ' finito qualunque, si abbia
(e, 4, ) [ <X+ Aly'[;

si dice infine che f(x, y, ') soddisfa alla condizione ) se ammette
ovunque finita in D la derivata [z, #, ') e ad ogni parte limitata
e chiusa D’ di D si possono far corrispondere due numeri posi-
tivi A e A tali che, per (x,y) appartenente a D’ e g finito qua-
lunque, si abbia

Ifs(xy Y, Z/’), =i+ AM(z, y,)s

essendo M(x, ') il minimo valore assoluto di f(x, 7, ') per tutti
gli y tali che (x, 4/) appartenga a D",
Dopo questo possiamo dimostrare il teorema del ToNELLI.
TrOREMA. — La funzione f(x, y,y') sia finita e continua per (x, y)
appartenente a un campo piano limitato aperto D e y’ finito qua-
lunque ; sia
Co: Y = Yol®), (e<<x<b),

wna curve assolutamente continua del campo D (') per la quale esista
finito Uintegrale

b
[f(x; Yol@), 1o (x))dx.

In un intorno di C, si abbia, per ogni ¥’ finito,
‘4) ’ﬂx’ Y, ?/’)] = ‘fl(:l% Y, :’/,H + ‘f2(x> Y, 3/')\ -+ lfa{x, Y, ?f) s
essendo f,, f,, £, tre funzioni soddisfacenti rispettivamente alle
condizioni «), 8), v), ed essendo imlegrabili in (a, b) le funzioni
B(x, ¥olx) ¥o'lx)) F5(x, y,(x), ¥

Allora, assegnato ad arbitrio un numero positivo v, si puod de-
terminare una funzione ‘

y = yia) (@=<a<b),

soddisfacente alle condizioni del teorema precedente.
Fissata una successione di numeri positivi «;, ,,.., 2,... ten-
denti a zero, consideriamo la corrispondente successione di funzioni

y”x(w; Zl), ?]m(m; “2)7"'! 'y”w(x; 7‘/;1)?'"
e le curve rappresentatrici
Cl’ 02 LARAd ] C/Il""»'

(1) 11 ToNELLI considera nella sua Memoria anche il caso che il campo D
sia chiuso e €, abbia qualche punto sulla frontiera di D, -
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di esse. Essendo

|ofs|
7y | =

>

+ 8190 ] I<)\3+A3ﬂl(x ¥

avendo indicato con i, e \, le costanti che compaiono mella con-
dizione §) soddisfatta da f, e con Xy, A;, M;, le costanti e la fun-
zione che compaiono nella condizione v) soddisfatta da f;, le fun-
zioni f, ed f, soddisfano alle condizioni del teorema del n. 1, e
quindi per 1’ osservazione ivi fatta

b

(5) lim {1 f?(x7 y”m(w; am)’ y’”m(x; ;m)) - fz(ﬂc, y() (-’15), yol(x)) \ dw — O’

m —v 00/
a

b,
‘6) llm 1f3(x7 y”m( ’ UL) J ”ul(x’ m ) fa(xa y()(x)3 yﬂl(x)) l dx = 0

M = <
@

Inoltre, poiché le lunghezze delle curve C

convergono alla
lunghezza di C, si ha

g

b

“’ mli-lllﬁoji fl(x7 y”m(x; ;m)’ y’"m( 5 /u ) fl(x Jo(m)’ Yo (m) ‘dm =0
a

per un teorema del ToNELLI (!). Dalle (5), (6), (7) segue
b
,: l fl(x9 y"m(w; ;'Pt)’ y’”m(x; ;m)) ‘ + lfz('") l + l fé(“') 1 §’d$ —
a
b

— j‘ | £, Yolath, 9@ ] + | Fule) | -+ | folor) | 1 Aoz

Di qua e dalla (4), per un altro teorema del ToNELLI (%), si ha
b b
1 5 5, o s 2,)) e = [, yola), 9o (@) de

[

- da cui segue subito il teorema enunciato.

(Y) L. ToxeLr1, Fondamenti di Calcolo delle Variazviohi, I, pag. 364 e segg.
(®) V. loc. eit. nella nota prec..



