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PICCOLE NOTE 313

Su una eurva covariante
del sistema di una retta e di una cubica complanari.

Nota di Paor.o CATTaNEO (a Padova).

Nunte. - Prese su un piano wna retta v ed una cubica Cy, sie Q il tangen-
ziale del punto generico P della C; e sia R I'infersezione delle rette r
e PQ. Si considera la curva generata dal coniugato armonico di R
rispetto ai due punti P e Q.

I. Siano (%), in coordinate proiettive omogenee,

1) X, d,x,=0
ed
2) f=at=03=..=0

le equazioni di » e di C,.

Sia P(xz) un punto generico della C;; sia @y) il suo tangen-
ziale; sia T(2) 1'intersezione della retta PQ con la retta unith, di
equazione 2,2, == 0,

Essendo a0, =Z%,0,-a,%-2, =0, si ha

2 == () 4y — @ 32007 [[=1.2 3]
ed
Y= 2% - i{izi )
a=ax%a,? 4+ 3x%8.a,2a, + 3upa, 0.+ §F-al=0;
3 . 2.
8%yt 8o =0; ax=—ab H=—30.,0a’;
o, =b.%,a,(b,41 — by10)3

yi — aza'mi - 3(”.r'az2'zi — a.:?(xiaz - !3(11‘31-) -
== ba,‘?'cxz'dxez:hkahh(bh—i—l - br.+2)(0h+x — Crys)®

'[xizzal(du-x - dl+2) - 3(d«'+1 - _d»-e—‘t)a-*]'

Sia ora R(#) I'intersezione di » con PQ e sia S(§) il coniugato
armonico di R rispetto a P e @,

- b

(?) Poniamo semplicemente = invece di
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Posto ¢, ==du; + wy, e quindi % = x; — uy;. si ha

LA =154k, w0l Ay, =00 =X A4,y,; »=-—S 42,
5 = 54 (wy; -+ gy =
e ”x"Cm“'dm"-—m;(lzm(b,, by D)ol Crgy — Cry 2)
N 5 22, S0y — digy) —
g”*[ o — Qi) + (digy, — i)

Indicando con indici le derivazioni della forma cubica f, si ha

a 2, fhh = Bay,-a.,

« le relazioni precedenti possono scriversi anche cosl:

3) ! i = 20, Zig ol F oy — Froe o — Frpdlfopr— frvs) —
' ( f?H f4i>“hhfhkfh+1—fh42(fMl‘“th
Hy L= .‘.,A,{ 42, Sia rd 4 — Frae)Fier — Fuaalfrr — e
[(fr+1 f ;-z’f"'f -+ fi+1— firs) x:i]zhkﬁik fh +1 —fh-{~2)‘fh+l — frae)

2. Supponiamo la C, non cuspidata e prendiamo per retfa uniti
una passante per tre flessi, per lati del triangolo fondamentale le
corrispondenti tangenti d’inflessione.

Si ponga:
— . i T 2
§) =Ty + Xy -+ Xy, | 1 %, = l
—p o — | 2
8y = &)X, -+ Xy + X3X;, A= \ 1 x, 2,2
o . |
S3 == X, %5 1 Ty Xy i

Al posto della (2) abbiamo
(2) f=s82%+ 6ms; =0.
Si ha dunque
Wnnn == Qi =1, @3 =1+ m;
f, =387 +6mx, 2,5, [ Fipe=6ma,(r,,,— Zy4)s
fin =681 frns, =168, +6mx, o, f,,4,=068 +6mzx,, .

Sostituendo nella (3) e sopprimendo il fattore 2.64m‘s,, si troira
39 Y. =[(8s, — 8, )@iy, — Xigs) — Ali s
donde si ha

Ei —_ ‘jA ( 1?/7 -+ m?.j)

+) !
= (38,— 8,02 A (s, — 2 4 o)+ [(88,— 8 %)@y —

1+2 2A]x Z A Q’;
Lie £, sono dunque, in generale, funzioni di 5° grado delle @,

e di qul scende ovviamente che la curva generata dal punto S &
di ordine 3.5=15.
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L’ ordine si abbassa a 3.4=12, se la retta r & una tangente
d’inflessione, oppure una retta passante per tre flessi. Nel 1° caso
infatti possiamo supporve 4,=1, 4,— 4,=0 e le (¥) divise per x,,
danno

& = (Bs, — 8@y — @)y + (38, — $,)¥ias — Xigy) — 23]

nol 2° caso possiamo supporre 4, — A,==A;==1e le (4) divise per s,,
danno
5 = [Bs, — s 3wy — @ips) — 'ZA];(:i.

3. Notevole & il caso particolare in cui la C, ha un nodo.
Abbiamo allora (}) m = — 4,5, la (2) diventa s3-=27s, ed & fa-
cile vedere che, indicando con o,, vy, »; le tre radici cubiche del-
I’ nnita, possiamo porre
;= (t + o) ) [t=1, 2, 3].
Sia ¢, il parametro del punto @y) tangenziale del punto P(x),
di parametro {. Abbiamo
' (t+o)P {F+o0) (fH+o) ’
{ 4+ o, 3 (t + u),l)'2 (£, + (»2)3 } — 0.
(o, )3 (o0t (fy + )

Sottragghiamo dalla 3% colonna la 1*; dividiamo per #{, —# la
nuova colonna cosl oftenuta; sottragghiamo poi da essa la 2% co-

(") Cfr. le mie Note: Sulla caylejana di una cubica piana, (<« Giornale
di Matematiche di Battaglini », 1982) e Sulla cubica nodata, (< R. Istituto
Lombardo », adunanm del 6 luglio 1933).

Giova qul osservare che, se la C, non & uulonale, posto p= \,2A (2x—9)
e indicando con « ed «? le due radici cubiche complesse dell’unita, con le
formule di trasformazione

Xy ==Yy + Yo+ Yay Xy ==Yy - 2Yy 4+ 2PYs, Xy Y, +- aYy + «Y3

si ottiene ovviamente, dalla s,® =61s;, la y,® + y,% + y,3 — Boy,ysys = 0.

Fra A e il parametro m della forma canonica classica ¢’& dunque la
relazione m=—p ;2 e per gli invarianti fondameutali della C; valgono
quindi le ‘formule
' S = 2m(m? — 1) = 27p(A — 4) : (2 — 9),

T = 68m® + 20m® — 1) = — 81(22 — 6 6) : (21 — 9)%.

Per il discriminante si ha poi I’espressione

CR=T— S 162000 — 2,
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* lonna, moltiplicata per 3; dividiamo ancora per f, —f. Si ottiene
|G+ o) (o) i+ 24 30, |

o) (- 0,)?  ty -+ 2 4 3,

(t+ 0 (F+w,) £, 42t + Bu,

Sottraendo dalla 2* [3*] riga la 1% e dividendo poi per v, —
[w; — »,] si ottiene

=0.

t+o)P (o) t,+2+ 3o, ‘
3t2 — Bu,t . 24 — 0, 3
312 — B, 2 — o0, 3

::0;

donde, sottraendo dalla 3° riga la 2* e dividendo per v; —w,, si ha
‘ T+ @ +0) &2+ 30, l
| 382 — Su,t 2t — 0y 3 ) =0
3¢ 1 0

N

e quindi

— (t + 28+ 3o>,)3t2 = 3(t + 0,)%v, — 2t) = 3(1 — 8w, 1> — 2#%),
P, =— 1.
Si ha dunque %, =(,-+wv,)* e quindi
= (o — 1P = (2 — o, -
(= SAE A 01— o+ (o) — o] =
_‘(t—i—m , J[(t’-—m 2)3+(t——w} (t %—o),)a]

Scende tosto di qul che, nel caso particolare ora considerato,
la curva genervata dal punto S &, in generale, razionale d’ ordine 9;
e che V'ordine & 6 se la retta + & una tangente d’inflessione.

B facile poi vedere che I’ ordine & 6 anche quando r & la retta dei
flessi (di equazione x, -+ x, + x,—0) oppure una delle due tangenti
nodali (di equazioni u x, 4+ v, -+ 0, ed ©,X, -+ wx, + 0,2, =0).

ave (g

4. Se la C; & cuspidata, ponendo la cuspide per punto &, =«, =0, .
il flesso per punto x, —x, =0, la tangente cuspidale per retta x, =0,
1a tangente d’inflessione per retta x, — 0, possiamo porre
A w8, =0 o, = —3% x,=—38 x,=1,
e si trova ovviamente (') ;== —¢:2; donde si ha
¥y = — 3t =314, y,=—3 =38, y,+=1;
h=—06t2=2, y,=33=—um,, y,=8x,

() Cfr. la mia Nota: Esercizi sullé cubiche pi‘ome razionali. (« Bollettino
di Matematica » di Conti, 1932), ponendo in essa

a=1, b_c—h k=0, 1=—38.
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Scende di qul che

La Tinea generata dal punto S & ora, in generale,

dordine 6.

E, =A@y +ay) =44 e - A x% + 104 a0,
L == LAy a) wm Awe, — 24,00° 4 T A,
G = DAy v ayy) == 104w, -+ Ty, -+ 164’13
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Essa & perd una enbica, razionale, se la retta ¢ & [a tangegnte cu-
spidale (4, 7= A;==0), oppure & la tangente d'inflessione (4, =A,=0),

oppure & Ia congiungente il flesso con la cuspide (4, = A, =0). Queste
tre cubiche hanno per equazioni, rispettivamente, .
IR, B g 0852 Xz Y] s x on
28 [ o {‘2 3=V, 8.2, -+ 375 ).z Z:J T”O, 6);13- 9‘).: 13___0

osse sono tutte tre cuspidate ed hanno in comune con la () la

cuspide, il flesso o le relative tangenti. !



