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PICCOLE NOTE 313

Sii una curva covariante
del sistema di una retta e di una cubica complanari.

Nota di Paolo Cattaneo (a Padova).

Sunto. - Prese su un piano una retta r ed una cubica C3, sia Q il tangen­
ziale del punto generico P della C3 e sia R V intersezione delle rette r 
e PQ. Si considera la curva generata dal coniugato armonico dì R 
rispetto ai due punti P e Q.

1. Siano (  ), in coordinate proiettive omogenee,3*

3
(2) Poniamo semplicemente 2 invece di 2.

U) ~Aä = °
ed
<2) f==a.v3 = M = ... = 0

le equazioni di r e di C3.
Sia P(x) un punto generico della Cs ; sia Q(y) il suo tangen­

ziale ; sia T(z) l'intersezione della retta PQ con la retta unità, di 
equazione 2^ — 0.

Essendo ax2»az = 2hah>ax->^h=0, si ha

s, — («A+1 — «7, P —I, 2, 3]
ed

— y.Xi -4~ ftei ;

a/ = a3 • aP -4- 3a2ß A- Saß^a^-a/ -4- — 0 ;

3z • ax • a2 r- ß • a,8 — 0 ; a — a,3, ß = — 3a.r • a2 ;

a3 = V\a,.(L+i — &A+») ;

7/i — Ui'Xì — =
— bx2-cx2-djlhkahk(bh+1 — — e^z)-

— di+2) 3(d/+.1

Sia ora Mi) l’intersezione di r con PQ e sia S(c) il coniugato 
Armonico di B rispetto a P e Q,
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Posto -4- e quindi ~ ix, — P'Un

— '^h^hxh ~u ? A — ~hAhyK ; !x — ~ìc^hxh •

-4- .H-r/,) =
— ^\r',Cr3‘(^'ù///{6/7(/i(6/i.} l --- ^/i-|-?)(CÄ4-l c* + ì)‘

V 4 i A42) 1

■? J ( 3a^[(d.; bl — d/+2)xf -4- (djH — ^42)^.) -

Indicando con indici Io derivazioni della forma cubica f, si ha 

fh = %ah • fhk = 6u,à • a>

e le relazioni precedenti possono scriversi anche così :

i M' = %Xi^ìtklfh,.X5,4i — A+2XA-M — fh+t](fl+\ f*4 2)

! (5?4l 5'4?) "^5^(5j4-i /à + sKfu-l A 42)?

> __^Xi^j^hld^hhl(fh^^ 5i42X5,41 5*42X5- FI 5i t-î)
1 ' 'Mn-5<54i-54-)^5^4.-5,42X541 -5<42>

2. Supponiamo la C3 non cuspidata e prendiamo per retta unità 
una passante per tre flessi, per lati del triangolo fondamentale le 
corrispondenti tangenti d’inflessione.

Si ponga :

Sj — iTj 4- -4 M3 ,

s2 — XjSCj -4- x%x3 -4- cr3a)i, A —

S3 =: ^^2^3 J c?
 £ 

j*

J 
tc
 

to
 

to

Al posto della (2) abbiamo

f — -+- 6ms3 = 0.
Si ha dunque

(%hhh ---  d'hhk ---  1, ^123 ---  >

f>,, = 3»i2 -+- 6wa?A+1a5,l+2, — fh+ì6mo:„(x,l+ì — a5A+1) ;
Ah = 6si> fhh+i = 6s1-+-6wa;h4-ì5 f^+» = 6«i -*-6^4-1-

Sostituendo nella (3) e sopprimendo il fattore 2«64m4s3, si trova 

m y< = [(3st — — a:i+2) — A]«, ;
donde si ha

-+~ ^.^0 =
" (bSz Siì«iMj(^41 a'/4L)^.) [(^S2 ^1^X^i41 ^r4s)---

L(^ c,- sono dunque, in generale, funzioni di 5° grado delle # 
o di qui scende ovviamente che la curva generata dal punto ß à 
di ordino 3*5  — 15.
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L’ordine si abbassa a 3 4 — 12, se la retta r è una tangente 
d’inflessione, oppure una retta passante per tre flessi. Nel 1° caso 
infatti possiamo supporre Aì==l, A2 ~ A3 0 e le (4') divise per 
danno

h — (3s, — SfXæ, — xs)xt -+- [(3s2 — xi+2) — 2A]«, ;

noi 2° caso possiamo supporre At=Ai = As = l e le (4') divise per sl; 
danno

— [(3s2 — s12)(«r/+1 'X'i^ 2) 2A]érP

3. Notevole è il caso particolare in cui la C3 ha un nodo.
Abbiamo allora (*)  m —— 4,5, la (2) diventa = 27s3 ed è fa­

cile vedere che, indicando con oi2, o3 le tre radici cubiche del­
l’ unità, possiamo porre

(*) Cfr. le mie Note : Sulla caylejana di una cubica piana, (« Giornale 
di Matematiche di Battagliai », 1932) e Sulla cubica nodata, (« B. Istituto 
Lombardo », adunanza del 6 luglio 1933).

V 3 ________
Giova qui osservare che, se la C3 non è razionale, posto p —- \ 2à ‘ (2X— 9) 

e indicando con a ed a2 le due radici cubiche complesse dell’unità, con le 
formule di trasformazione

Mi — P*/i -+- r/z-4-r/Z, — pyL h- aî/2 -4- a2t/3, M3 = cyl 4- a2t/2 -F at/3

si ottiene ovviamente, dalla s13 = 6às3, la 2/i3-F ?/23-4-t/33— 3p^/iî/2r/Z — 0.
Bra X e il parametro m della forma canonica classica c’è dunque la 

relazione m == — p : 2 e per gli invarianti fondamentali della C3 valgono 
quindi le formule

S — 24m(m3 — 1) — 27p(X — 4) ' (22. — 9),
T — 6(8m6 -f 20m3 — 1) = — 81(À2 — 6X -4- 6) ' (2à — 9)2.

Per il discriminante si ha poi l’espressione

R — T2 — 1 S’3 = 162* : (9 — 2à)3.

X{ = (t ~F (»>.;)3 [♦ = 1, 2, 3].

Sia il parametro del punto Q(y) tangenziale del punto P(æ), 
di parametro t. Abbiamo

(t F coja

(t 4~ COg)3

(t + «<)8

(t -F W*) 2

(t -+- w8)2

~F OJ3)3

(f0 -F œj3 I

(f0 -4- to2)3 | — 0.
(f0 + <^)3 !

Sottragghiamo dalla 3a colonna la la ; dividiamo per tQ — t la 
nuovA colonna così ottenuta; sottragghiamo poi da essa la 2a co-



316 BOLLETTINO DELLA. UNIONE MATEMATICA ITALIANA

lonna, -moltiplicata per 

(*  + «i)3 

. (« + «.)3 

(*  4- *>,)■

3 ; dividiamo ancora per -f0 — t.

(t 4- ò)j)2 

~+~ °\)2
(f 4~ OJ3)2

^0 4- 2^ 4~ 3t»j

4— 21 4— 3tóg 
^0 4- 21 4- 3t0z

Si ottiene

Sottraendo dalla 2a [3a] riga la
so)z — wj si ottiene

la e dividendo poi per <»>t «i

(*+-^) 3 

3f2 — 3o)zt 

3^2 — 3o)zt

(#4- coj2 

21 — t»z 
2f -- t')z

^0 4- 2f 4~ 3b)j

A

3

= 0 ;

donde, sottraendo dalla 3a riga la 2a e dividendo per w3 — si ha

è quindi

(t 4- œj*

3 r2 — 3o).

3t

ft -1-

2^ — œ3

1

^0 4- 2t 4- 3oq

3

0

— (f0 4- 2t 4- 3o),M2 __ __ 2t) ==.3(1 — Soqf2 — 2t3),
W0 = -l.

Si ha dunque = (£0 h~ (o(.)3 e quindi

2/f = — l)3 = (i*  — co,*) 3,

5f = M,[(*  + «<)3-(#1 - <v)8 + (*  + %)M* 2 - «i*) 3! =
= (f + «,)’W(* e - «?)’ + (*  - «<)'*  • (*  «di­

scende tosto di qui che, nel caso particolare ora considerato, 
la curva generata dal punto $ è, in generale, razionale d'ordine 9 ; 
e che l’ordine è 6 se la retta r è una tangente d’inflessione.

È facile poi vedere che l’ordine è 6 anche quando r è la retta dei 
flessi (di equazione xì 4-æ24-æ3 = 0) oppure una delle due tangenti 
nodali (di equazioni m1x1 4- WjŒj -f w3æ3 ed m1xï 4- œ3æ2 i oj2ìc3~0).

4. Se la C3 è cuspidata, ponendo la cuspide per punto a;1 = ajt = O,- 
il flesso per punto xì =2X^ — 0, la tangente cuspidale per retta æ2—0, 
la tangente d’inflessione per rètta E3 — 0, possiamo porre

xf -+- 3x2'X3' = 0 ; xx=- — 3f2, Lvz — — 3/3, x3 = 1 ;

e si trova ovviamente (’) tQ = — t : 2 ; donde si ha
■yl = -3* 0* = ^3P:4, ÿ2 = -3V = 3#’:8, U, 1 ;

2/1 — — 6«2 = 2«!, yi — 3t3 — — xt, N- —

(l) Cfr. la mia Nota: Esercizi sulle cubiche piane razionali» (« Bollettino 
di Matematica » di Conti, 1932), ponendo in essa

a = 1, &^c = fc=^fc = 0, —3.
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Scende di qui die

T, — — M,«,4 -f Atx,xt ■+■
’Î = “.ï'AÂæS?/; ■+■ æfî/s) -Aiæiæ» — 2j12-/’22 -+-
?3 — -- -t- 7AtxìXi -t- IfiA^2.

Fj<i linea generata dal punto $ è ora, in generale, razjbnale 
d' ordine 6.

Essa è però mia (‘ubica, razionale, se la retta r è la tangente cu­
spidale (A, --- 43 —0), oppure è la tangente d'inflessione (A, = yl2 = 0), 
oppure è la congiungente il flesso con la cuspide (A2- J3 --0). Queste 
tre cubiche hanno per equazioni, rispettivamente.

28«Cj3 -r- 3:2'3;3 = 0, 08-5/375.;^ = 0, 5;/ -t 96.= 0 : 

esse sono tutte tre cuspidate ed hanno in comune con la C3 la 
cuspide, il flesso e le relative tangenti. )


