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PICCOLE NOTE - , 309

Sulle funzioni meromorfe di due variabili complesse.

Nota di R. Caccrorrornt (a Padova).

sSunto. - Una funzione di due variabili é meromorfa in un campo quando
fvi meromorfa, sotto opportune condizioni. in ognuna delle variabili
separatamente. Si applica questo risultato allo studio dell’ andamento
di una funzione nell’ intorno di wn punto di una superficie singolare
essenzinle isolata, e della distribuzione dei punli singolari essenziali.

1. Si sa che una funzione delle due variabili complesse x, y. '
olomorfa in ognuna di queste separatamente, & 6lomorfa come fun-
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zione di entrambe (HaRrToGs (!)). Le note analogie tra il comporta-
mento delle funzioni olomorfe e quello delle funzioni meromorfe,
tra i prolungamenti olomorfo e meromorfo, suggeriscono qualche
estensione di questo teorema alle funzioni meromorfe. Un simile
risultato si consegue, fondando sul teorema di HARTOGS stesso,
abbastanza facilmente e mi sembra, se non gid noto, meritevole
di venire segnalato.

Un esame pill accurato della quistione conduce alla seguente,
come pilt semplice, se non piut generale, formulazione del teorema :

Siano A, A, due campi dei piani X, y, A ¢l loro prodotio nello
spazio (x,y), ed J un insieme chiuso in A, inconirato in un nu-
~mero finito di punti da ogni piano x (y = cost.), y (x = cost.), fatta
eccezione al pitt per wun nwumero finito di questi piani. La fun-
zione f(x, v), definite (*) in A — J, coincida su ogni piano X oy, non
eccettuato, con una funzione meromorfa di x o di y. Allora f coin-,
cide con una funzione meromorfa in tutto il campo A.

2, Sia (x,, y,) un punto in 4, tale che uno almeno dei due
piani x, y passanti per esso, p. es. x=ua,, incontri I’insieme .J
in un numero finito di punti. Prendiamo in A, un cerchio B di
‘centro 1, che non abbia, sul piano z=—=ux«,, ecceftuato al piu il
centro, punti comuni con .J. In un intorno della circonferenza di
questo cerchio (sempre sul piano x =, la funzione f(x, y) risul-
terd, in virth del ricordato teorema di Harroas, olomorfa, perche
ivi olomorfa, per ipotesi, in x ed y separatamente. Quindi I’ inte-
grale di CAvcHY, esteso alla circonferenza C di B,

]j /f(x’ 7)
27:'50 N —y

rappresenterd una funzione di « ed y, olomorfa per x variabile
in un intorno D di «,, ed ¢ in B. La differenza

dn

1 [fla, v) ;
fle, y) —2—7,3];‘_’ m n = F(z, y)
_ C
dara, per un qualunque valore x in D, la somma delle parti ca-
ratteristiche relative ai poli della funzione meromorfa che si iden-
tifica con f(x, y); si-avrd quindi

ao@/”l -+ an?l'"_l + o+ am
Y +by .+ b,

ity - Pl y) =

(') « Math. Annalen », 62.
(?) Con valori finiti.
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dove le ¢ ¢ ) sono funzioni di «, ed anche gli interi m ed # vanno
riguardati come dipendenti da x. Supporremo beninteso la h'u-
zione (1) érriducibile per ogni x. F coincidera inoltre per ogni 7/
in B, tranne al pit per 7,, con una funzione meromorfa di .

Bvidentemente, si potranno determinare due valori particolari
di m ed n, che corrispondano ad énfiniti valori di.a in D: sin D'
Iinsieme di questi. Per & in D’) i coefficienti « e b della frazione
sarannho determinati dalle equazioni

(2) " b a, = Fle, g o+ 0] E=1, 2, m-n4-1)
i valori y, attribuiti ad y essendo opportunamente scelti (generici)
in un intorno di C. Ed infatti, se c¢id non fosse possibile. tra i
coefficienti delle equazioni (2) (analitici in %) sussisterebbe una
relazione linemre a coefficienti indipendenti da ¢

7" e, = Bl )[BT v 8

o
per tutti i valori di x in 1) (anzi in D), contrariumente all ipotesi
dell’irviducibilita della frazione (1).
Risolvendo le (2) si troveri

ty = Ayx), o, = A\(x),.... «
b, = Bjx). h,= Byl b, = B, (.
essendo le 4 e B funzioni meromorfe in /). donde I"eguaglianza

Aglxyy -+- -+ oL )
Y+ o+ B,,(.:,)

Flx, y) =

per  in D', e quindi anche in I, dato il carattere meromorfo
in « dei due membri. Pertanto si ha

1 f(.r, ) Agy™ + o+ A,
fla: y) = ')7-1/ ——ydp‘_'— y”+...+BT
c

ovungue, in un intorno di (x,, y,), 1" espressione a secondo membro
abbia significato (e sia definita la funzione f).

I/ analisi precedente essendo applicabile a tutti i punn di A.
tranne soltanto a quelli per cui entrambi i piani = =ux,. Y=,
siano eccettuati, e che sono in numeéro finito si conclude. confor-
memente all’ enunciato, che f coincide con una funzione meromorta
in tutto il campo 4.

3. Indichiamo un’applicazione semplicissima del teorema pre-
cedente,

B noto che un punto singolarve essenziale di una tunzione di
due varidbili f(x, 97) non pud nd essere isolato, né appartenere ad
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una curva singolare isolata; pud pérd appartenere ad una super-
ficie singolare isolata, e questa & necessariamente allora una carat-
teristica, ciod una superficie di equazione analitica

o, ) =10,

per cui il punto in quistione pud essere regolare, o multiplo, o
critico, Ora ad una singolarita siffatta si pud estendere il teorema
di Prcarp sulle singolarith essenziali isolate delle funzioni di una
variabile, come segue:

Nell intorno di un punto di una caratteristica singolare essen-
ziale isolata una funzione f(x, y) assume (infinite volle) qualunque
valore finito, uno al pii eccettuato.

Infatti, se cosi non fosse, in tutto un intorno del punto (x,, y,)
considerato la funzione sarebbe definita fuori di un insieme J do-
tato delle proprietd richieste nel mostro teorema, e risulterebbe
meromorfa in x ed in y separatamente; dovrebbe pertanto essere
meromorfa intorno a (x,, 1,).

Questo risultato assume la sua forma pilt generale quando si
supponga la caratferistica singolare isolata solo in quanto .essen-
ziale, potendo in un suo intorno la funzione presentare ancora
singolarith non essenziali. Attribuendo allora ad una funzione il
valore oo in un polo (singolarith non essenziale di prima specie)
si pud dire che: .

Nell’ intorno di wn punto di una caratteristica singolare essen-
ziale isolata una funzione presenta al pitt due valori eccettwati.

—

4. Osserviamo ancora che col ragionamento del n. 2 rimane’
stabilito il risultato seguente :

Se la funzione analitica f(x,y) & meromorfa per x =x, ed y sul
contorno C di un campo B, e se inoltre & meromorfa in B, come
funzione della sola y, per un’infinita non wnumerabile di valori
di x aventi x, per punto di condensazione, essa @& meromorfa per
X=x, e y in B.

Difatti si pud in tali ipotesi, occorrendo previa moltiplicazione
di f per una potenza di x — «, e deformazione infinitesima di C,
supporre che f sia olomorfa per x =, e y su C.

E pit generalmente:

Una funzione anahtwa di x, y & meromorfa per x in A ey in B
sempre che sia :

1°) meromorfa per x in A ey sul contorno di B;

2°) meromorfa in B, come funzione di sola y, per un Tinfinita
non numerabile di valori di x interni ad A.






