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»

Sulla sommazione di certe serie di potenze:
e su una trasformazione di Pincherle.

Nota di ANTONIO MAMBRIANI (a Bologna).

Sunto, - Si da, con metodo semplice, la somma di una classe di serie di
potenze; si nota che tale risultato discende, come caso particolare, da
una notevole trasformazione del prof. PINCHERLE; si danno due esempi
notevoli di questa trasformaszione; si mostra, infine, che il sopradetto
metodo semplice di sommazione, lievemente completuto, serve amnche «
stabilire la detta trasformazione di Pincherle.

Parecchi Autori (') si sono occupati — ed anche recentemente —
della sommazione della serie

Nt 7Llll .
{13 Z — a" {m intero posit_i_yo),

con particolare riferimento al caso x==1; non vi & perd maggiore

(') 8. ForpE and J. WOLSTENHOLME, Solution of a question 4116, « Educ.
Times », t. XX (1874), pp. 84-86 ; G. DoBiNsKkI, Summirung der Reihe X %—:
fﬁa" m=1, 2, 8,.., «Grunert Arch. », Bd. LXI (1877), pp. 333;336; W, Iu:
GOWSKI, Zur Summirung der Reihe ;é) ::l;, « Grunert Arch. », Bd. LX1T (1878),

pp. 834-336; G. Donixskl, Eine Reihentwickelung, « Grunert Arch. », Bd.
LXIXIT (1879), pp. 108-110; E. CrsiAro, Corso di Analisi algebrica, Torino
(1894), ofr. p. 466, ¢); J. B. ’ ALMEIDA AnrEz, Duas classes de numeros.
« Teixeira J. », t. 15 (1901), pp. 3-24; B. Cesaro, Elementi di Calcolo infinite-
simale, Napoli (1905), cfr. p. 511, d); P. HENDLE, Séries représentant 2e et be
(question 4752, de H. Sebban), « Interméd. des math. », t. 25 (1918), pp. 22:23;
L. J. Scuwary, An introduction to the operations with series, Philadelphia

~o

(1924) : A. CHiELLINI, Sulla serie ::', « Boll. Unione Matematica Italiana »,
1 .

Vol. X (1931), pp. 134-138; U. BroeGIi, Su di qualche applicazione dei nu-
meri di Stirling, « Rend. R. Istituto Lombardo », S. IT, Vol. LXVT (1933),
pp. 196202; U. Broece1, Sull’iterazione dell operazione xa%, « Rend. R."
Ace. Naz. Lincei », 8. VI, Vol. XVII (1933), pp. 696-700; G. Usar1, Sulla

0O gar

serie Z‘;L—'x" e su un triangolo aritmetico, « Boll. Unione Matematica Ita-
1 .

liana », Vol. XII (1933), pp. 181-183.

’
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difficolth a sommare, pilt in generale, la serie
. ot )
2) Z n"k,xn (m intero positivo)
- n=0 -
a mezzo della funzione s(x) definita dalla serie (supposta di raggio
di convergenza non nullo) )

3 3 k.
n=0

I oggetto della presente Nota & il-seguente:

1°) Senza la pretesa di volere valutare i diversi metodi (alcuni
dei quali indubbiamente interessanti) seguiti dai detti Autori, si
espone [n. 1] un metodo, per eseguire le sopra nominate somma-
zioni, che pare essere quello pili naturale e pin indicato e che mi
sembra non sia stato sviluppato .nel modo dovuto. '

2°%) Si osserva [n. 2] che i risultati ottenuti facendo tali som-
mazioni discendono, come casi particolari, da una ben nota trasfor-
mazione di Pincherle (?). Tale, trasformazione, relativa alle serie di
potenze, ottenuta dal prof. PINCHERLE applicando i suoi operafori
normali, & a mio giudizio, notevolissima; essa si presenta come
una generalizzazione della nota frasformazione di Fulero per le
serie ed anche, piit in generale, della trasformdéione di Eulero-
Lindelof ; essa servi al PINCHERLE, fra 1’ altro, a dare un’elegante
dimostrazione dell'importante teorema di HADAMARD sulla molti-
plicazione delle singolarita delle funzioni analitiche.

3°) 8i danno [fine del n. 2] due esempi notevoli di simile
trasformazione. .

4°) Si mostra, infine [n. 3], che il metodo nominato in 1°).
opportunamente generalizzato e completato, serve anche a stabi-
lire la detta trasformazione di PINCHERLE.

1. Sommazione di (2) a mezzo di ¢(x). — Posto, per brevita

di secrittura,
n

W (?)“vbn-u =a," b, (0=0,1,2,.):
. y=0

"- (¥) 8. PINCHERLE, 4 proposito di un recente teorema del sig. Hadamard.
« Rend. R. Ace. Scienze di Bologna », 19 febbraio 1899; Di alcune opera-
zioni -atte ad aggiungere o togliere singolaritd in wna funzione analitica.
« Annali di Matem. », S. ITI, T. IV (1800}, pp. 219-280 (cfr., in particolare,
" py 242, (7)) ; Le operazioni distributive e le loro applicazioni all’ Analisi,
Bologna (1901) (cfr., in particolare, p. 1569, (9); alla p. 158, fine del n. 212,
il Pix¢HERLE formula un’osservazione che conduce, in un caso particolare,
a quella fatta sopra in 29).
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v

«i vede facilmente che &
. (5' e = 7_’ (_ 1'11 ’_’ 1.

Ricordando ora ia definizione dei numeri A70” {da molto tempo
studiati e detti differenze noesime di 0):

»
A = Z (__ 1)1)—\;(?)‘,;" — p " (__‘1}11,

v=0
segue da (3) la nota formula

n

. n — [N
N 0o AN e 1M — v}
16) 0" == A0 1 _2 (V>AO )

y=th

dove 1 estremo superiore o del segno sommatorio (tenendo [URE

. ) . )
sente che ¢ (\l):() per v>n, N0 =0 per v> m) si pud sosti-

titire con
. m
('} ‘ n :Z (")AVO“F. .
v=0 Y .
Ponendo questa (—‘lel'e:s‘siOIxe di »” in (2) e scambiando 1'ordine
dei due sepni sommatori (dato che m non dipende da ), si oftienc
snbito la cercata formula di sommazione per la serie (2):

m

o~
A\,Om
‘7’ Z “/mknxn —_—
= v!

V:O
dove ¢b)x) indica. al solito. la derivata vesima della o(x) (definita
da (3)): da cui, in particolare, per k,=:1" e k, =1.n!, rispetti-

BB W

vamente,

ad 0t .
. a
(8) n'a’ = 2 AvQ” . B
VR
1= y=0 ‘1 w)
b nn k4 A“O'"
(9 Z wt Xt =e" ol &xX.
n=0"" v=0 '
OssELvAZIONE 1. — Indicato con 9D 1'operatore xD (%), dove

) =D, & il solito simbolo di derivazione rispetto alla variabile &,

da (7) si ha (%) ‘
B n yOm

e @“’?(96):20 ST @D,

() Ctr. J. HanvaMARrD, Thése, « Journal de Math. », 1892.

) 1. GarLvany, Di alcune identita analitiche ed aritmetiche, « Peric-
dico (i Matem. », S, IT1, Vol. IX (1912), pp. 202-209; I. J. Scawarr, loc.
cit. in () : UL BroGar, Sull’iterazione ece., loc. eit. in ('), formula (5).
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ed in particolare da (8) e (9) si ha:

1 wm axv
8’ Dt ——— — e
(&) 1—2a V;OAOl (t—apiis
Liid wl)
9) Drer = 3”2 AJ? @,
=0 V.
OSSERVAZIONE 2% — Se in (7) si cambia 4 inAe‘r‘ si ha (%):
k(2
” A,Onb ‘J
(") =2,y oD oler),
ed analogamente — in particolare — da (8) e (9) si ha:
i 1 mo eve
(8 ) D 1—e~ :§) a0 - (1 — ew)vtl—l '
m
14 ‘ i % AvOM .
(9") D" e = e Y — - o

2. La trasformazione di Pincherle. Due esempi notevoli. —
Consideriamo ora, oltre alla ¢(x) definita da (3), un’altra funzione
analitica f(x) definitn da una serie (di raggio di convergenza non
nullo) ' '

(10) 2 a, "

" La (7) ¢ manifestamente un caso particolare della seguente
fwasfm mazione di Pincherle:

o0 00

) Ava,

(11) Z a,k,x" :Z _\;TQ avetifx),
N n=>0 v=0

dove & (usando la notazione (4)) Ava,=a, * (—1) e dove la serie

del secondo membro (come ha dimostrato il PINCHERLE (°)) converge

— rappresentando la funzione F(x) definita dal primo membro —

sotto la condizione

[ L
le—v] ~[L—ul’

(12)
indicando con u i punti singolari di f(x) e con v quelli di ¢(x).

¢) E. Cesiro, Elementi di Calcolo infinitesimale, Napoli (1905), cfr.
p. 517, formula (5); J. F. STEFFENSE‘\I, Interpolation, Baltimore (1927).
p. 237, formula (25).
" (%) Loc. cit. in (¥).
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Il PINCHERLE,. introducendo mnel secondo membro di (11) una
quantita arbitrarin z, ha dato anche la trasformazione

(11’ Z a,k, ot -—Z A:% v Dy ‘f( \’

n=0 y=0

dove & A;a, =a,2" © (—1) o dove la serie del secondo membro con-
verge -— rappresentando F(x) -— sotto la condizione

Y et .
112') : :x-_-~52—1<12‘:@7|,
prendendo z opportunamente si avra in generale pel secondo
membro di (11') un campo di convergenza piit ampio del campo
di convergenza del secondo membro di (11).

EsgmMP1. — Ecco due esempi notevoli della trasformazione (11)
di PincHERLE. dai quali discendono interessanti applicazioni o
deduzioni.

1
1°) Si faccia ((,,,E”:_—", con y==0, —1, =2 ¢ del resto

qualsiasi. B allora

\vep. = T == o {ﬁl),vv

""—y+ ;= T
e la (11) diventa:
K ~ koo 00 (_1)“%"4( )‘ I')

H3) ;1/4—% _: Yy -+ 1)y +v)°

trasformazione che per w=1 e con altro metodo venne pure posta
in evidenza dal prof. PINCHERLE (°).

, L Y-+ n
2°) Si faccia, invece, a, = (l "

e (1) =),

(") S. PINCHERLE, Una trasformazione di serie, « Rend. Circolo Matem. di
Palermo », T. IT (1888), pp. 225-226. Il metodo usato qui dal prof. PINCHERLE
si presta, con poche modifiche, a stabilire pit in generale la (13) sopra
scritta. T1 PINCHERLE, poi, in pili lavori ha studiato la forma differenziale
lineare data dal secondo membro di (13 ); si veda, per es., Sui limiti della
convergenza di alcune espressioni analitiche, '« Bend. R. Ace. Scienze di
Bologna », 29 novembre 1903, formula (9) ; Una classe speciale di forme diffe-
renziali lineari d' ordine infinito, « Memorie R. Acc. Scienze di Bologna »,
S, VIII, T. IV (1926), formula (10).

). B allom
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e la (11) diventa:

« (Y + 1 > y
o
n= v=0 K

I campi di ‘validita del’: (13) e (14) risultano facilmente dalle
considerazioni generali del prof. PINCHERLE sopra brevemente
richiamate.

3. Deduzione della trasformazione di Pincherle. — Mostriamo
ora come, generalizzando il metodo indicato al n. 1, si giunga fa-
cilmente alla (11).

Abbiamo manifestamente (generalizzando la (5) e facendo uso
della notazione (4)):

n (— 1)” n 1
‘15) a,=a, zqf‘ ¢ g5
ed essendo
1 ¥ n
n (—1) @t (—1) Aa
G =TT =

segue da (15) la formula (generalizzazione di (6)):

Aa,n 1 Alayt 1r 1 Xy n
”‘6) @, = : 0?_—- 22 - (V A;“u-

2 it T Z" - le
v y=0 i
Ora, poiche la serie (10) & convergente, esisteranno due numeri
positivi M e 3 in modo che sia
|a, | < M3 (n=0.1,2..,
da cui segue subito
(17) | Ay | = ML 43 2] )

Se quindi nel primo membro di {11) si sostituisce I’ espressione
di a, data da (16). si ha:

Cpn — 1) s (1~ + 1)#(2) ,

Al
1

(18) 2 3 5

n=0y=1}
da cui, per la (17),
= & A |

x
g =) —y e 1) A"u|’§'

vl

13

<

=04y =0
o 2 At oa iy

<Yk VA

=0 E

dove il secondo membro & certo convergente pei valori @ g yp
intorno convenientemente piccolo di x=0. Per tali & 1y copje
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doppia (18) & assolutamente ‘ed uniformemente convergente: si
puod, percid, scambiare in (18) I’ ordine delle due sommazioni. Con
cid s'ottiene il secondo membro della (11}, e la trasformazione di
PINCHERLE resta stabilita (%).

1l Pi¥CHERLE invece — come si sa — applicando il suo ope-
ratore normale U definito da U(x") = a,x" (=0, 1, 2,...), riesce a
stabilire che &

19) U =Y, 57 @Dl Z)
} : n=0 \
successivamente mostra che il secondo membro di (19) si puo
ordinare secondo le potenze crescenti di x. ed effettuando un tale
ordinamento Egli trova appunto la serie
el
Z a,k,x"
n=0

del primo membro di (11).

{*) Un’ ulteriore genervalizzazione del inetodo sopra indicato sard data
in altro lavoro.



