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Sulla sommazione di certe serie di potenze 
e su una trasformazione di Pincherle.

Nota di Antonio Mambriani (a Bologna).

Santo. - Si dà, con metodo semplice, la somma di una classe di serie di 
potenze ; si nota che tale risultato discende, come caso particolarex da 
una notevole trasformasi on e del prof, Pincherle; si dàn no due esempi 
notevoli di questa trasformazione ; si mostra, infine, che il sopradetto 
metodo semplice di sommazione, lievemente completato, serve anche a 
stabilire la detta trasformazione *di Pincherle.

Parecchi Autori (J) si sono occupati — ed anche recentemente — 
della sommazione della serie

w—n111
(1) x*' (m intero positivo).

con particolare riferimento al caso æ = l; non vi è però maggiore

(') 8. Forde and J. Wolstenholme, Solution of a qiiestion 4116, « Educ.

Times », t. XX (1874), pp. 34-36 ; G. Dobinski, Summirung der Reihe 2 ~ 

für m— 1, 2, 3,..., « Grunert Arch. », Bd. LXI (1877), pp. 333-336 : W. Li-

GOWSKi, Zur Summirung der Reihe 2 —, Grunert Arch. », Bd. LXII (1878),

pp. 334-336 ; G. Dobinski, Eine Reihentwickelung, « Grunert Arch. », Bd.
LXIII (1879), pp. 108-110 ; E. Cesàro, Corso di Analisi algebrica, Torino 
(1894), cfr. p. 466, e) ; J. B. d’ Almeida Arez, Duas classes de numéros. 
« Teixeira J. », t. 15 (1901), pp. 3-24 ; E. Cesàro, Elementi di Calcolo infinite
simale, Napoli (1905), cfr. p. 511, d) ; P Hendlé, Séries représentant 2e et 5e 
(question 4752, de H. Sébban), « Interméd. des math. », t. 25 (1918), pp. 22-23;
I. J. Schwatt, An introduction to the operations with series, Philadelphia

(1924) ; A. Chiellini, Sulla serie 2
1

nr 
n ! ’ Boll. Unione Matematica Italiana »,

Vol. X (1931), pp. 134-138; U. Broggi, Su di qualche applicazione dei nu
meri di Stirling, « Rend. R. Istituto Lombardo », 8. II, Vol. LXVI (1933),

pp. 196-202 ; U. Broggi, Sull1 iterazione delV operazione x «Rend. R.

Acc. Naz. Lincei », 8. VI, Vol. XVII (1933), pp. 696-700 ; G. Usai, Sulla

serie 2 —-• xn e su un triangolo aritmetico, « Boll. Unione Matematica Ita- 1 ni
liana », Vol. XII (1933), pp. 131-133.
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difficoltà a sommare, più in generale, la serie

(2) nmknxn (ni intero positivo)
n—0

a mezzo della funzione definita dalla serie (supposta di raggio 
di convergenza non nullo)

(3) 2 k»x"-
n=0

L’oggetto della presente Nota è il seguente :
1°) Senza la pretesa di volere valutare i diversi metodi (alcuni 

dei quali indubbiamente interessanti) seguiti dai detti Autori, si 
espone [n. 1] un metodo, per eseguire le sopra nominate somma- 
Trioni, che pare essere quello più naturale e più indicato e che mi 
sembra non sia stato sviluppato nel modo dovuto.

2°) Si osserva [n. 2] che i risultati ottenuti facendo tali som- 
mazioni discendono, come casi particolari, da una ben nota trasfor
mazione di Pincherle (2). Tale, trasformazione, relativa alle serie di 
potenze, ottenuta dal prof. Pincherle applicando i suoi operatori 
normali, è, a mio giudizio, notevolissima ; essa si presenta come 
una generalizzazione della nota trasformazione di Eulero per le 
serie ed anche, più in generale, della trasformazione di Eulero- 
lAndelöf ; essa servì al Pincherle, fra 1' altro, a dare un’ elegante 
dimostrazione dell’importante teorema di Hadamard sulla molti
plicazione delle singolarità delle funzioni analitiche.

3°) Si dànno [fine del n. 2] due esempi notevoli di simile 
trasformazione.

4°) Si mostra, infine [n. 3], che il metodo nominato in 1°). 
opportunamente generalizzato e completato, serve anche a stabi
lire la detta trasformazione di Pincherle.

1. Sommazione di (2) a mezzo di — Posto, per brevità 
di scrittura,

n,\«7—, I n\ n(4) 2 L )aA-v = «„ • (n = 0, 1, 2,...):
V —0 '

(2) S. Pincherle, A proposito di un recente teorema del sig. Hadamard. 
« Rend. R. Acc. Scienze di Bologna », 19 febbraio 1899; Di alcune opera 
zioniatte ad aggiungere o togliere singolarità in una funzione analitica. 
* Annali di Matem. », S. Ill, T. IV (1900), pp. 219-280 (cfr., in particolare, 
Px 242, (7)); Le operazioni distributive e le loro applicazioni all’ Analisi, 
Bologna (1901) (cfr., in particolare, p. 159, (9) ; alla p. 158, fine del n. 212, 
il Pincherle formula un’ osservazione che conduce, in un caso particolare, 
a quella fatta sopra in 2°)).
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si vede facilmente che è

. |5| - nM = nw • (—ir - 1".

Ricordando ora la definizione dei numeri Af?0"' (da molto tempo 
studiati e detti differenze nosime di 0'") :

n / \
Aw()"' ==^ (— l)"~v( = n,u n- (—1)’*,

',=o /

segue da (5) la nota formula
n \

(G) nM = A”0'n • 1" — Y iAv0'",
v-.<Av'

dove r estremo superiore del segno sommatorie ^tenendo . pre

sente che è — 0 per v > w, Av0"' — 0 per v > si può sosti

tuire con m :
m , \

dfl

Ponendo questa espressione di w",f.in (2) e scambiando Perdine 
dei due segni seminatori (dato che ni non dipende da -r), si ottiene 
subito la cercata formula di sommazione per la serie (2):

?o m A,0
( 7 » 2j «•"'*,x‘=2 —r

n=0 v-Ü V *

dove Q<v)(a?) indica, al solito, la derivata vesima della &(x) (definita 
da (B)); da cui. in particolare, per kì^ ll> e fcH===l;w!. rispetti
vamente.

Osseldazione la. — Indicato con D l’operatore xD (3), dove 
D — Dfl. è il solito simbolo di derivazione rispetto alla variabile xr 
da (7) si ha (4) :

m Av0'".
(7'i ©'"?(«) — 2

I3) Cfr. J. Hadamahd, Thèse, « Journal de Math. », 1892.
0) li. Galvani, Di alcune identità analitiche ed aritmetiche, « Perio

dico di Alatoin. », S. Ill, Vol. IX (1912), pp. 202-209; I. J. Schwatt, loe. 
< it. in (*); 1 Broggi, Sull3iterazione eco., loc. cit. in (’), formula (5).
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ed in particolare da (8) e (9) si ha :

(8') ®'« ~~ = V A>0"’. ~
1 --- M Ey (1 --- #)V 1 1 '

m Ayfpn 
(9') 3^ = 6^^-».

Osservazione 2a. — Se in (7) si cambia x jn e.r sj ha (5) :

(7") D? ?(e*) = 2 ?(e-j.
v-0 V*

ed analogamente — in particolare — da (8) e (9) si ha :

(8") D"‘ T^~x = y AVO« . rr^~-1 — e* 4^ (1 — e*)v+i ?

2ÎL Avßw
(9") ])"' e°x = s-" 5ÇL &X'

2. La trasformazione di Pincherle. Due esempi notevoli. — 
Consideriamo ora, oltre alla <p(æ) definita da (3), un’altra funzione 
analitica /’(&) definita da una serie (di raggio di convergenza non 
nullo)

(10) 2 anX" •
n—0

La (7) è manifestamente un caso particolare della seguente 
trasformazione di Pincherle :

(11) 2 «A«” — S æv?<v)(æ),
v n—0 V—0

dove è (usando la notazione (4)) Ava0 = av • (—l)v e dove la serie 
del secondo membro (come ha dimostrato il Pincherle (6)) converge 
— rappresentando la funzione F(x} definita dal primo membro — 
sotto la condizione

indicando con u i punti singolari di f(x) e con v quelli di y(x).

(5) E. Cesàro, Elementi di Calcolo infinitesimale, Napoli (1905), cfr. 
p. 517, formula (5) : J. F. Steffensen, Interpolation, Baltimore (1927). 
p. 237, formula (25).

(6) Loc. cit. in (2).



300 bollettino della unione matematica italiana

Il Pincherle, introducendo nel secondo membro di (H) una 
quantità arbitraria s. ha dato anche la trasformazione

dove è \'saQ ~= avzv • (—Ih e dove la serie del secondo membro con
verge — rappresentando F(x) — sotto la condizione

< v i x I u I
; x — vz j \z — u I

prendendo z opportunamente si avrà in generale pel secondo 
membro di (11') un campo di convergenza più ampio del campo 
di convergenza del secondo membro di (11).

Esempi. — Ecco due esempi notevoli della trasformazione (11) 
di Pincherle. dai quali discendono interessanti applicazioni e 
deduzioni.

1°) Si faccia «.==■• —— con -/ è 0. —1, —2.... e del resto 

qualsiasi. È allora

1 v (— lhv!
Ava0~ - • (—1P~-,------- ,

?/(?/ -t- 1) •••(.’/ -H v)

e la (11) diventa :

..... V V (—
"o?/•+•» ?/(?/ + ä-

trasformazione che per # —1 e con altro metodo venni» pure posta 
in evidenza dal prof. Pincherle (7).

2°) Si faccia, invece, |. È allora/ ■ ’ n \ ri /

(7) S. Pincherle, Una trasformazione di serie, « Bond. Circolo Matern. di 
Palermo », T. II (1888), pp. 225-226. Il metodo usato qui dal prof. Pincherle 
si presta, con poche modifiche, a stabilire più in generale la (13) sopra 
scritta. Il Pincherle, poi, in più lavori ha studiato la forma differenziale 
lineare data dal secondo membro di (13); si veda, per esSui limiti della 
convergenza di alcune espressioni analitiche, « Rend. R. Acc. Scienze di 
Bologna », 29 novembre 1903, formula (9) ; Una classe speciale di forme diffe
renziali lineari d'ordine infinito, « Memorie R. Acc. Scienze di Bologna », 
S. Vili, T. IV (1926), formula (10).
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e la (11) diventa :

(14)

I campi di validità del1 ? (13) e (14) risultano facilmente dalle 
considerazioni generali del prof. Pincherle sopra brevemente 
richiamate.

3. Deduzione della trasformazione di Pincherle. — Mostriamo 
ora come, generalizzando il metodo indicato al n. 1, si giunga fa
cilmente alla (11/).

Abbiamo manifestamente (generalizzando la (5) e facendo uso 
della notazione (4)):

n (— 1)" il 1
»lß) «« = <»»• —p- • già
ed essendo

n (— 1)“  anzn ” (— 1)" 
a“ ' s,r ~~ ’ "F ~ '

segue da (15) la formula (generalizzazione di (6) j: 

poiché la serie (10) è convergente, esisteranno due numeri 
M e 8 in modo che sia

I an \ < Màìl (h== 0, 1/2,...),
da cui segue subito
(17) I A’a0| < -^(1 •+• MI

Se quindi nel primo membro di (11') si sostituisce 1’espressione 
di an data da (16). si ha:

00 °° \'a /'?\H*18) ss -y- -11 - v +1N« ! '
n = 0 V--0 ' V '

da cui, per la (17),

S S ' Il tlF <
il-1

'ä!.21“....
il — 0 1 "

dove il secondo membro è certo convergente pei valori æ qj un 
intorno convenientemente piccolo di x = 0. Per tali r serie 

(16)

Ora, 
positivi
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doppia (18) è assolutamente ed uniformemente convergente : si 
può. perciò, scambiare in (18) l’ordine delle due sommazioni. Con 
ciò s' ottiene il secondo membro della (11'), e la trasformazione di 
Pincherle resta stabilita (8).

Il Pincherle invece — come si sa — applicando il suo ope
ratore normale U definito da U(xn) = anxn (w_0, 1, 2,...), riesce a 
stabilire che è

OO aV
19)

n~ 0
successivamente móstra che il secondo membro di (19) si può 
ordinare secondo le potenze crescenti di x. ed effettuando un tale 
ordinamento Egli trova appunto la serie

n altkHx11
-r—0

del primo membro di (11/).

(8) Un’ ulteriore generalizzazione del metodo sopra indicato sarà data 
in altro lavoro.


