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Una estensione di un teorema di Hurwitz.

Nota di TH. ANGHELUTZA (Cluj ~ Romania).

Consideriamo 1’equazione algebrica
(1) fey=a,+ a2+ .. +a,x'=0

e supponiamo che i coefficienti ay,.., @, siano positivi. In questa
ipotesi si ha il seguente bel teorema dovuto a Hurwirz (3).
TeorEMA. — I moduli delle radici dell’ equazione (1) sono com-
presi nell’ intervallo formato dal pilt piccolo e dal pitt grande dei
seguenti rapport )
a, a a

{2) R T
a,’ a7 a

m

Se i coefficienti «,. «,,..., a, sono positivi descrescenti, visulla dal
teorema di HuRwirz, che i moduli delle radici dell’ equazione (1)
HON POS8ono essere piit piccoli dell’ unitd. '

Questo & il bel teorema di Kakeva (%), HurRwITz riduce la di-
mostrazione del suo teorema a quella del teorema di Kaxeya, me-
diante una trasformazione dell’equazione (1).

Il presente lavoro ha per iscopo di dare una estensione al teorena
di Hurwitz, il quale sar a cosl, riattaccalo ad wun problema pii
generale.

Consideriamo ancora 1’ equazione (1) i cui coefficienti
Uy, Qs @

"
siano, questa volta, dei numeri qualunque.
Designiamo con 4, il modalo di
4:i=ia; = 0,1,2.., %0
" Sia & una radice qualunque di questa equazione.
I1 modulo » di questa radice soddisfa evidentemente, all’ine.
guaglianza che segue:
4, —Ar — A — .. — A< 0.
Segue da cid, che la radice positiva o dell’ equazione .

3) Ag— A — At = = A, =0

() A. HurWitz, « The Tohoku Mathematical Journal », vol. 4, 1913,
p- 89: « Mathematische Werke », Bd. II, p. 627.
® KAhEYA, « The T6hoku Mathematlcal Journal », vol. 2, 1912, p- 140'
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& un limite inferiore per i moduli dell’ equazione (1). Si ha dunque
(4) ’ 26,
D’altra parte il modulo » soddisfa pure all’ineguaglianza
A+ Ar+ A+ .+ A4, r—A =0,
Risulta cosl che la radice positiva ¢, dell’ equazione )
(3) Ap+ A+ A’ + o v 4, 5" T —A4,0"=0
¢ un limite superiore per i moduli delle radici dell’ equazione (1.
ciod ‘ ‘
{6) r<g,.

I moduli delle ro . dell’ equazione (1) sono collocati nell inter-
vallo (o, 0)); % numeri ¢ e ¢, sono rispettivamente le radici delle
equazioni (3} e (5).

Questa & una estensione molto ampia del teorema di HurwiTtz.
Tuttavia crediamo utile di dare una limitazione dei moduli delle
radici di una equazione algebrica, in funzione del pitt piccolo e

. \
del pitt grande dei rapporti
(7) 4, 4, 4,
Al. A2"“’ ) AH
come nel teorema di Hurwirz.

Facciamo prima una digressione, cercando I’ equazione algebrica
che abbia una radice di modulo p,. Sia x =g questa radice.
Per questo la somma .

Uy + O+ o+ @@= — g0
deve avere il suo modulo eguale alla somma dei moduli dei suoi
termini. '

Per conseguenza, occorre che i numeri

oy BTy an—lw“—lJ ——(t"x”
abbiano il medesimo argomento.
Dunque, ponendo
— A e — A, 6% —
ay= A, ay=A,e7, =4
si hanno le seguenti eguaglianze
Po=¢ F =9+ V== M=y =ty e,
Da queste si deducono le eguaglianze

P =9 — %
v, = h(pl — (h — 1)y, h=23..,n—1
g, =13, — (1t — L)g, — 7.
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' -
TPequazione che abbia una radice di modulo ¢, & dunque, la seguente
i i i(n—1 - in

Ay + A, 6% - A, 8w - A, Tt 4 e =0
dove o= g, — o,.

Quest’ equazione. si riduce mediante la sostituzione

x = ue"”
all’ equazione ()
, —1 [ p—
Ay A+ + 4, ' — A 0" =0

A, A,..., A, essendo moduli, dunque numeri non negativi.

Le equazioni algebriche i cui moduli delle vadici foccano i loro
limiti superiori si riducono alle equazioni del tipo. (5).

L’ analogo problema relativo al limite inferiore ¢ si riduce al

1
precedente. Infatti, i moduli delle radici dell’equazione in o

N a, a,_
;ﬂ;ixn_l—k...—l— ';:1—1—(1 =0
devono toccare il loro limite superiore. Per cid quest’ ultlma equi-
zione deve avere la forma
A] i(n - 1)w A

xn.-—l e

4,
4 +—’g‘c~—’e T

"

Conseguentemente 1’ equazione
l,— A, 6% — 4,6 — . — A4, T Bpi— g oMy = 0
ha una radice di modulo ¢ Quest’equazione si. trasforma nel-
¥ equazione (3).
Ay —Ax— A —. —A, 2" P — 4 2" == 0.
Cerchiamo ora 1'equazione i cui moduli delle radici toccano

alla volta i due limiti ¢ e p,. Per questo si devono avere le eguil-
glianze

i .A.le“(:.—_-——que”3
. 2
A262” = — A, e i
l’ PR T N R Y . DRI
(n—1)o __ n—A)ig
An—le - A‘u—-le( [

iy ___ i
L A,e""=A4,e"".
Supponiamo. come succede in generale, 4, 4=0. La prima egua-
glianza ci da
S
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segue da cid che i coefficienti 4,. A,,... di indice pari e pin piccoli
di #, debbono essere nulli. L’equazione cercata & dunque della
forma
i 3 2(k—1)i i s
Ay + A6 + A,6%%08 4 . - Ag 1@ FTV P 4, PRt 0,
Infatti quest’ equazione ammette le radici

&' =g e

114 iy

X' = -—pe
dove ¢ e ¢, sono rispettivamente le radici positive delle equazioni
Ay —Ap — Agp® — . — Ay 07— Ay o™ =0
Ay + Aoy + Ago® + o+ Ay 00— Ay =0
Ritorniamo adesso al teorema di Hurwitz. 1 coefficienti
Aoy Gyy ey @y

dell’equazione (1) si suppongono dunque positivi e si deve provare
che i moduli delle radici di quest’equazione sono compresi fra il
pilt grande dei rapporti della. successione (2). Infatti consideriamo
1'equazione oftenuta moltiplicando 1’equazione (1) per il binomio
s —x,

(8 — 2)f(w) = @, + (80, — @) + ..(sa, — @,_ )" — @, x"*' =0

designandosi con s il pilt grande dei rapporti della successione (2).

1) equazione cosl formata & analoga all’ equazione (5). Per conse-
guenza i moduli delle sue radici hanno per limite superiore la sua
radice positiva che & 8. Dunque i moduli delle radici dell’ equazione
considerata da HURwITZ sono inferiori ad s. Sia ¢ il pil piccolo
dei rapporti della successione (2) e consideriamo 1’ equazione

{7 — ) f(x’ =y — (ao~ —ca,)w T T (an—l - Ga")])” - a”w”_l.’;‘ 0

analoga all’ equazione (3). Dunque i moduli dell’ equazione (1) hanno
" per limite infeviore il rapporto s. Per la dimostrazione di questa
seconda parte del teorema di Hurwirz si sarebbe potuto formare

1 .
1" equazione ac”f(;) e applicare il risultato della prima parte. Si

vede, cosl, come il teorema di HURWITZ si ricollega alle conside-
razioni generali fatte al principio di questo studio.

Ma queste considerazioni ci permettono di estendere il teorema.
Allo scopo, consideriamo 1’ equazione (1), i cui cnefficienti

Qyy sy @, ,
siano dei numeri qualungue, diversi dallo zero. Siano a e b il pin

piccolo e il pin grande dei rapporti della successione (7), formata
con i moduli dei coefficienti dell’ equazione considerata.



288 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA
TeoREMA. — I moduli delle radici dell’ equazione (1) si trovano

. a . N - s
entro U intervallo (;, xb) ; #l numero x & la radice positiva dell’ equa-

zione
(8) xt— gt — ' — L~ — 1 == 0.

Dimostriamo che i moduli delle radici hanno per limite supe-
riore zh. Infatti, abbiamo visto che la radice positiva ¢, dell’ equa-
zione (3) & un limite superiore di questi moduli

LA+ A b A T
1= 4

i

{9)

-0

Si tratta di provare che «h & superiore a z . Infatti dalle disu-
guaglianze
A, A, 4,_,
B N
Alé b’ Azr— ' ‘4/1 - ’
si deducono le seguenti -
Ay =Zb4,, 4, <4, .0 A, =04,

I equazione (9), tenendo conto i queste disuguaglianze. ne da la
seguente
0" b - bl - - BT

e n Pl. n—1 p]
G =) =)=

Pl_g_by‘

oppure

Si ha dunque

x essendo la radice positiva dell’ equazione (8). Applicando guesto

. . . .1
risultato all’equazione in p

.
g1

a, W,y
RS C = =0
si trova 1'ineguaglianza

) /

< ¢

R

11 teorema & cosi dimostrato.
Cerchiamo le equazioni per le guali si ha

p, = b
Si vede facilmente che si deve avere
A4, =b"4,, A, =b"14,.... A,_,=b4,.

Cid essendo, si ha .
a="0
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b

A

3}

I equazione (8) presenta questa particolarith, Evidentemente esi-
; . c oy a .
stono delle equazicni per-le guali 1'intervallo (;, 7.1)) pud essere

ridotto, In particolare ¢id succede per le equazioni di Hurwirz,
Per finire, diciamo una parola sopra un altro hel teorema dovuto
a Havasnr (). Consideriamo per ¢id 1"equazione (3) i coefficienti
Ay, Ay, o A, essendo poxitivi, .

I moduli delle radici di quest” equazione, oltre lu )(ulzcnp()s:hvu
non sorpassano il piie piceolo dei rapporti

A, A, A,_,
/l]- Alqr“.. A_—_‘

Questo & il teorema di Havasui, Hurwirz riconduce la dimostra-
zione di questo teorema a quella del suo teorema. I teoremi di
Kakeva e di HUurwrirz sono stati dimostrati recentemeute per
an’altea via dal sig. BeNrayino Sgare. Nel medesino tempo, il
sig. SEGRE (*) ha esteso questi teoremi alle serie intere a coeffi-
cienti reali e positivi. D altronde nna estensione analoga fu fatto
anche da mnoi (). La Timitazione dei moduali delle radici d'uuna
equazione algebrica, che abbiamo dato in questo studio. pud essere

jem—=b

generalizzato per le serie intere.

(') Havasul, « The Téhoku Mathematical Journal », vol. 2, 1912, p. 215.

(?) B. SEGRE, « Bollettino dell’ Unione Matematica Italiana », 15 giu-
gno 1983, p. 123,

“(*) TH. ANGHELUTZA, « Buletinul Societatii de Stiinte », Cluj, 1933.



