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SulP aritmetica dei polinomi in a* (@, 2 interi)
a coefficienti interi.

Nota di GrovaxNr Riccor (a Pisa)l.

Sunto, - Detto Px il massimo divisore primo del prodotto F(a).F(a?)...F(ax)
(F polinomio di grado n= 1., irviducibile a coefficienti interi, a ¢ x in-
teri, |a|=>2) si dimostra che é

lim .“_‘lggi <%(n + 1).

& —e 00 T

1. Sia
Fly) = e + 69"+ o 6y + €,y (€0F=0, 0,420, n21)
una funzione razionale intera in ¥y, a coefficienti interi, irriduci-
bile, di grado » >> 1 e poniamo A
| G(x) = F(a™) = ¢,0"" + ¢, ~1" + ... + ¢,

essendo ¢ un intero in valore assoluto > 2. G. PéLva (') ha dimo--
strato incidentalmente che le funzioni a valori interi. G{(x), e anche
funzioni a valori interi di tipo pit generale di queste, ammettono

(1} (. Pouva, Arithmetische Eigenschaften..., « Journal f. Mathematik »,
Bd. 151, 1924, pp. 1921,
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infiniti divisori primi, in altre parole, detto P, il massimo divi-
sore primo del prodotto

(1) G(1)- G(2) ... G{x).
risulta
(2 x lim P, = oo.

Questo si vede subito, con P6LvA, per assurdo. Possiamo sup-
porre, senza alterare la generalith, che @ e ¢, siano primi fra loro,
poiché ove non lo fossero potremmo assumere 1’intero positivo k
abbastanza grande e porre

dG (x) = G{x + k) = Fla~+*) = d(¢,/a"” + c,’a"‘*IW “+ o+ ¢,))

. . ’ c .
- con d opportuno divisore di ¢, e ¢, =4 primo con a; allora sa-

remmo ridotti a dimostrare I asserto per la funzione G(x).

Supponiamo che non valga la (2); detti p,, p,,..., p. gl'interi primi
(in nu merofinito) che non superano lim P,, siano plb‘, p,b2,..., p,.b"
rispettivamente le massime potenze di p,, p,,.., p. che dividono
G(1) = Fla) e poniamo

m=g(p2 ) o(p,2 D) o (p.> ).

Evidentemente.
lG(l “+mz)=F(a'*") =0 (mod p,.b"), ==z0 (mod p,-b"““l), (t=1, 2,.., 1), ’

quindi per qualunque intero positivo z risulta |G(1+mz)[:<__plb‘ ...p,.b’",
¢id che & assurdo. ' o

Pin difficile risulta indagare 1’andamento, per x crescente inde-
finitamente, del massimo divisore primo P, del prodotto (1), e lo
scopo della presente Nota & appunto quello di dimostrare con mezzi
elementari le proposizioni che seguono, le quali costituiscono un
primo passo verso tale indagine.

Sia F(y) una funzione di y razionale intera a coefficients interi,
wrriducibile, di grado n =1, e sia G(x) = F(ax) con a intero in va-
lore assoluto = 2. Denotiamo con ¢ un nwmero positivo qualungme
‘e « un numero positivo minore di 2——{41}&- 7

a) Il numero N.x) degl interi primi distinti maggiori di
x log!—:x che dividono il prodotto G(1)G{2)... G(x) soddisfa alla con-
dizione g
.®
Niz) > 2(7’”:?) +0 (i{)g*x) >0

b) 11 numero M,(x) degl interi primi distinti maggiori di axlogx
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che dividono il prodotio G(1)G(2 ) . G(x) soddisfa alla condizione

1 xloglogx 1
Moo > g #fo + O(W,—gr), (°<°‘<zm+1)\
OsSERVAZIONI. — Si comnclude che il numero degl’interi primi

distinti che dividono il prodotto G{1)G{2)... G(x) supera

x 0 ( x
1) " \log: x)
Inoltre, riguardo al massimo divisore primo P,., dalla proposi-

zione b) deduciamo la limitazione

. i xlog x

=2+ 1),
che sostituisce la (2) perfezionandola.

2. Andiamo a aimostrare la proposizione a); la proposizione b)
ne risultera immediata conseguenza.

Possiamo supporre senza alterare la generalitd, per quello che
abbiamo gid osservato, ¢, 2> 1, e ¢, primo con a in guisa che, per
qualunque intero positivo x, G{x) risulti primo con «. Scelti due
numeri reali positivi v, 7, con y << ¢ @ "< ¢, <Y, si pud deter-
minare un numero reale i, abbastanza grande in guisa che per
i >, e qualunque & <% si abbia

via <[G(ED] < v'la

ans,

= JGED <Y

Poniamo per =5,

3) D(E) = log | G(1)G2) . G(E)) ],

o anche a’ =/al. Risulta per t>f e <E

W nk log a’ + log vy < log | G([5])| < nElog a’ + log ¥',
log | G[E'])| < nilog &’ + log ¥/,

da cui

. (£
PE) > E)+ = (pmloga’ + log 7)
- m={E,+1] )

= &) + —5— 1+ E] + D — o])+15 — fLolilog v

Questa ultima & un’espressione minorante rispetto a @) ; cer-
chiamo adesso di oftenere per altra via un’espressione maggio-
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rante. Andiamo a valutare il contributo portato nella funzione 4’(2)
dalla potenza di un numero primo. p.

Sia b un intero primo con @ e x, una eventuale soluzione della
congruenza

6) G(@) = F(a%) = 0 (mod b).
Posto a% =y, ¥ inter;) Yo risulta una radice della congruenza
) } Fly) =0 (mod b);

inversamente, a una radice .y, di quest ultima congruenza pos-
siamo far ccrrispondere come radici della (6) tutte quelle even-
- tuali della congruenza binomia

8) a® =y, (mod b);

detto g(b) I’ esponente cui appartiene a (mod b), ciod il minimo in-
tero positivo per cni a® =1 (mod b), il numero degl’interi posi-
tivi non superiori a § che soddisfano la (8) @ minore o uguale

[ fb)} +1; dunque detto h(b) il numero delle radici distinte (mod b)

della (7), il numero degl’interi positivi non superiori a £ che soddi-
sfano la (6) & minore o-al pili uguale a

il 1)

I/ intero primo p entra in ogni fattore G(m) del prodotto

@ G1)G(2) ... G

no)

log | G{m)|

a una potenza il cui esponente non supera [ Tog p

, e quindi

per la seconda delle (4) non supera

' , nk log @’ +logyl
! k= Kk(p, ”‘[
(10 (p, %) Tog p

Ne segue che detto l{p) 1’esponente della massima potenza di p
che divide il prodotto (9) abbiamo

3 ] +1) ot h(p‘)(:[sﬁﬂj + 1)
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D’altronde sappiamo (!) ¢he, qualunque sia 1’intero positivo ¢,
risulta h(p?) == nD* essendo D ‘il discriminante di F(4); inoltre
se p non divide D allora h(p°) = k(p) < n.

Sappiamo pure (?) che se p & un numero primo dispari, e p” &
la massima potenza di p che divide a’® — 1, allora

9(p’) =g(p) se <1, g(p)=p7Yg(p) se s>r;

se a & della forma 4h +1, e 2" & la massima potenza di 2 che
divide @ — 1, allora '

g2)=1 se s<r, (2’)——2‘“" se 8> r;

se @ & della forma 4h+3 e 2’ ¢ la massima potenza d1 2 che
divide @ + 1 allora :

g2) =1, g2y=235se 2<8 <1, GR)=2"" 80 s>1r.

Pel significato di g(p), essendo per p dispari |as® — 1| > p~
ricaviamo @9 =>p"—1 da cui. ’
rlog p log (p"—1) rlogp( IR AN
(12) g(p) = loga’  log p” loga’. 1 (pr—1) log(p"-—l))
Tenendo conto di queste proposizionf ricordate abbiamo, qua-
lunque sia I’intero primo p pari o dispari: _ ,
w h(p) o 1 nD*( 11 1 )

L nD? 2 - —_—r = — — .
g =" g =g\ T T T T

da cui

* k(pY) ;
¢z lmp)fg(p) (”* =)= 06

Analogamente, per la (10}

"h(p)<nm(p,s) :(niloga—f—logy) o

. d=

Dalla (11) si ricava dunque
(13) Up)= OC)..

Da questa relazione si pud trarre di nuovo la dimostrazione
della (2); infatti, fissati gl’interi primi p,, p,,..., p, in numero fi-
nito qualunque, e detto dff) il massimo- divisore del prodotto (9)

EEEDA VR, ; .

() T. NAGELL, Généralisation & un théoréme de Tchebyicheff, < Journal
de Mathématiques », s. 8, t. 4, 1921, pp. 343-356. :

(?3), Ved. p. es. M. CrroLLA, Teoria dei numeri. Analisi mdetermmata,
« Enciclop.. Mat. elem. », vol. I, Milano, 1929, p. 281.
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composto escluswamente con quest1 fattorl primi. si ricava

log df) = 2 l( ) log p; = 2 2 log p; 0¢) = 06)
e confrontando con la (5) segue per assurdo la (2).
Sia adesso p primo dispari non divisore di D; allora per le
-osservazioni che precedono e per la (12) otteniamo :

= hp)
o) S

=

m—)f g:;)( 4_1—)'4—172 +1%+ )
= %Oégp#( + r(pl— 1))(1 T lolg (p"— 1)>,

k n
2 Mp) < (nEloga’ ).
2 M) = 15 (i log a” + log )

Per la (11) si conclude

’ ‘ nin + 1) log @’ -nloga’ o)
(14) p) < Tog p £+ =1 logp: Tiogp
1 0E)

-+ .
—1log(p —1)logp"

Siamo- adesso in grado di. costrulre un’ espresswne maggxorante
di ¢(¢), poiche
*E) = 2 Ilp)log p= 0(5) +2Up)log p

essendo la somma X estesa agl’mten/prlml P dlspari,' maggiori
di D. Posto 4 =& logt—£, denotiamo con N) il numero dei divi- -
sori primi distinti del -prodotto (9) tnttl magglon ‘di- %; abbiamo

per la (14) . . .

43(2) < O(E) + ).; l{p) ]ogp + NS(E) :n(n + 1) Iog @' §+ 0(1) + O{loge"1 E)c
»s

Sl vede sublto che, essendo. 1 == i1 , ‘risulta -per la (14‘
: p<n AL gﬁE

t2
I(p)1 = 0(————) ;
v &(P) ogp Jog: &
‘ dnnque ‘

PE < < 0( & ) + N;(E) } n(n + 1) loga E—f— 0{1) - O{logi—ﬂ)(
Confrontando questa con ‘1a (b) si ricava’ aublto

o vz

o che costltulsee la proposmione a)
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8. Per dimostrare la proposizione b) osserviamo che il numero
degl’ interi primi non superiori‘a «flogi & dato dall’espressione
2t logt ‘ 2% log & N % log log &)
log (+% log£) ™ (170?7(15 IOgE)) = O( )

log %

Basta quindi supporre 1<§(;;:—T) per ottenere dalla (15) la
la proposizione b).



