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Sull’aritmetica dei polinomi in a” (a, x interi) 
a coefficienti interi.

Nota di Giovanni Ricci (a Pisa).

Sunto. - Detto Px il massimo divisore primo del prodotto Y(a)-F(a2)...F(ax) 
(F polinomio di grado n^>l. irriducibile a coefficienti interi, a e x in
teri I a I 2) si dimostra che è

, X loff X _ lim ———g 2(n 4 1).

1. Sia

I\y) = cty'‘ -+- -+-... + c„_12/ 4- c„, (co4=O, c„ch:0, n^> 1)

una funzione razionale intera in t/, a coefficienti interi, irriduci
bile, di grado n > 1 e poniamo

G(x) = Fia”) — cQaì>x -+- ... cn

essendo a un intero in valore assoluto ^ 2. G. Pólya (') lia dimo
strato incidentalmente che le funzioni a valori interi G(x), e anche 
funzioni a valori interi di tipo più generale di queste, ammettono

(*) G. Pólya, Arithmetische Eigenschaften..., « Journal f. Mathematik », 
Bd. 151. 1921, pp. 19-21.



PICCOLE NOTE 223

infiniti divisori primi, in altre parole, detto il massimo divi
sore primo del prodotto
(1)
risulta
(2) lim ±= oo.

Questo si vede subito, con Pólya, per assurdo. Possiamo sup
porre, senza alterare la generalità, che a e cn siano primi fra loro, 
poiché ove non lo fossero potremmo assumere Finterò positivo k 
abbastanza grande e porre

dGJx) = G(x 4- = F(aT+k) — d(c0'a’?<r 4- c1'a(,‘~1)ìr 4- ... 4- cn')

con d opportuno divisore di cn e cn' — primo con a ; allora sa

remmo ridotti a dimostrare F asserto per la funzione G^x).
Supponiamo che non valga la (2); detti p19 p2,..., pr gl’interi primi 

(in mi merofinito) che non superano lim Pr, siano p^1, jp2&2,..., P^r 
rispettivamente le massime potenze di p 15 p2...., p,. che dividono 
(t(1| — P(a) e poniamo

m = /p,6*4'1) - *)... .

Evidentemente
G(14- mz) == 0 (mod p^), =;Z 0 (mod (/ — 1, 2,..., r),

quindi per qualunque intero positivo z risulta | G(Ì4-m^)|^p1^1 ...p,^r, 
ciò che è assurdo.

Più difficile risulta indagare F andamento, per x crescente inde
finitamente, del massimo divisore primo del prodotto (1), e lo 
scopò della presente Nota è appunto quello di dimostrare con mezzi 
elementari le proposizioni che seguono, le quali costituiscono un 
primo passo verso tale indagine.

Sia F(y) nna funzione di y razionale intera a coefficienti interi, 
ir riducibile, di grado n 2> 1, e sia G(x) = F(ax) con a intero in va
lore assoluto 2. Denotiamo con e un numero positivo qualunque 

e a un numero positivo minore di —-—r?.1 2(n 4- 1)
a) Il numero Ng(x) degl’interi primi distinti maggiori di 

x log1—e x che dividono il prodotto G(1)G(2)... G(x) soddisfa alla con
dizione

Nix) > h/——i x -P 0 (r-T-ì (e > 0).
7 2(n 4-1) \l°g£ x) v 7

b) Il numero Ma(x) degl’ interi primi distinti maggiori di ax log x
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che dividono il prodotto G(1)G(2)... G(x) soddisfa alla condizione

M^(x) > \  —■ TT 
v 7 ( 2(n 4- 1)

) /x log log x\a hr 4- 0 —-®—»_.)) \ log x / ’
1 \

2(n 4- 1) / •

Osservazioni. — Si conclude che il numero degl’interi primi 
distinti che dividono il prodotto G(1)G(2)... &(#) supera

n n( X \
2(n + 1) + ylog5#/

Inoltre, riguardo al massimo divisore primo Pr, dalla proposi
zione b) deduciamo la limitazione 

—— xlogx _
jv £ 2(n 4- 1),

che sostituisce la (2) perfezionandola.

2. Andiamo a dimostrare la proposizione a) ; la proposizione b) 
ne risulterà immediata conseguenza.

Possiamo supporre senza alterare la generalità, per quello che 
abbiamo già osservato, c0 1, e ctl primo con a in guisa che, per 
qualunque intero positivo x, Gr(x) risulti primo con a. Scelti due 
numeri reali positivi y, y', con y < c01 a\~n < c0 < y', si può deter
minare un numero reale ;0 abbastanza grande in guisa che per 
5 ?o e qualunque < ? si abbia

Y|à|-*<|GW|<Y'|a|-5, Im
poniamo per : >

(3) «HSì = log |G(1)G(2) ...G([5J)|,

e anche a' — | a |. Risulta per l > e E' < ü

log a' 4- log y < log | GO | < ni log a' 4- log y',
log I G([?']) I < ni log a' -+- log /, 

da cui
[£]

*(?) *(?<)) -+- 2 (»MM log a'4-log y)
*n=[4o-r1]
n log a' /r^ r>

= *(U + —2 (ß] + l?»l J-XL5J — poi) + IBI — BoJCog Y

K

Questa ultima è un’ espressione minorante rispetto a <I>(?) ; cer
chiamo adesso di ottenere per altra via un’espressione maggio
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rante. Andiamo a valutare il contributo portato nella funzione $(£) 
dalla potenza di un numero primo p.

Sia .6 un intero primo con a e una eventuale soluzione della 
congruenza
(6) G(x) = F(a*) s 0 (mod b).

Posto = l’intero yQ risulta una radice della congruenza

(7) F(y) s 0 (mod b) ;

inversamente, a una radice t/0 di quest’ultima congruenza pos
siamo far corrispondere come radici della (6) tutte quelle even
tuali della congruenza binomìa

(8) a* yQ (mod b) ;

detto g(b) l’esponente cui appartiene a (mod 6), cioè il minimo in
tero positivo per cui a^{&) = 1 (mod ö), il numero degl’ interi posi
tivi non superiori a £ che soddisfano la (8) è minore o uguale 

[ J 1
a ■+■ 1 ; dunque detto h(b) il numero delle radici distinte (mod b) 

della (7), il numero degl’ interi positivi non superiori a £ che soddi
sfano la (6) è minore o al più uguale a

Màìì*1)'

L’intero primo p entra in ogni fattore 6r(m) del prodotto

(9) Ö(W)...Ö®])
[log I G(m)lì .

a una potenza il cui esponente non supera —log~p—|’ e

per la seconda delle (4) non supera

' , z • \nl log a' log y'1(10) fc = k(p, y = [ ë10gff --1.

Ne segue che detto l(p) l’ esponente della massima potenza di p 
che divide il prodotto (9) abbiamo

''«-là') ■+■ S hip'} 
i=1

; h(p<)
'ià')

k
+ 2^)-
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D’altronde sappiamo (*) che, qualunque sia l’intero positivo c, 
risulta h(pc) <T nD\ essendo D il discriminante di ; inoltre 
se p non divide D allora h(pc) =. h(p) <Z n.

Sappiamo pure (2) che se p è un numero primo dispari, e pr è 
la massima potenza di p che divide — 1, allora

g{p’) = g(p) se 8<^r, g(ps) = p*~'g(p) se «>r;

se a è della forma ih 4- 1, e 2’’ è la massima potenza di 2 che 
divide a — 1, allora

0(2*) — 1 se s r, g(2s) — 2s~r se s > r ;

se a è della forma 4h-t-3 e 2’ è la massima potenza di 2 che 
divide »+-1 allora

0(2) =1, 0(2*) = 2 se 2<^s <Lr, g{2s) — 2*“’* se s > r.

Pel significato di 0(p), essendo per p dispari \ a0(p) — 11 
ricaviamo aw)2>p’’—1 da cui

„cm rl°SP ]°g (Pr - i) . rlogp / 1 .
\ ) 9\P) — log» logpr log»' ì (Pr — 1) log(p'—1)/

Tenendo conto di queste proposizioni ricordate abbiamo, qua
lunque sia l’intero primo p pari o dispari : §

™ 1 nD* / 1 1 1 \, '
ì=i gip) — gip) \ p p p /

da cui .

i^gip*)-g{p)\ p-v "

Analogamente, per la (10)
k ‘M'j) *

h(P') <_ nD-k\p, Y <Z (ni log a' -t- log 7') — O(.

Dalla (11) si ricava dunque 

(13) /(!>) -- O(-).
Da questa relazione si può trarre di nuovo la dimostrazione 

della (2); infatti, fissati gl’interi primi■p1, I-z,..., pt in numero fi
nito qualunque, e detto d(ç) il massimo divisore del prodotto (9)

' ' . ' - ■■ . ' ■ >

(9 T. Nagell, Généralisation d’un théorème de Tchebgtchêff, «Journal 
de Mathématiques », s. 8, t. 4, 1921, pp. 343-356. , .

(9 Ned. p. es. M. Cipolla, Teoria dei numeri. Analisi indeterminata, 
« Enciclop. Mat. elem. », vol. I, Milano, 1929, p. 281.
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logp

(15)

<2>" — 1) log (Pr — 1) log p ■
in grado di, costruire un’espressione maggiorante

« log a' r 0(1) 
r(p— l)logp log p

1 0(B)

Siamo adesso 
di 4>(B), poiché 

= 2 1(P) log>= 0(B) 4- 2' Zfp)logp 
p p

essendo la somma 2' estesa agl’interi primi p dispari, maggiori 
di D. Posto 7) — 5 log1—e B,’ denotiamo con JVg(B) il numero dei divi
sori primi distinti del prodotto (9) tutti maggiori di tj ; abbiamo 
per la (14)
4^B) < 0(B) -4- 2' l[p) log p *+- M(S) I n(n -+-1) log u' • B 4- 0(1) 4- Oflog^1 ?) ! • 

P^l - ' ‘ , -
Si vede subito che, essendo 2'1 OH—ì, risulta per la (14V,

p<v Vlog y

s' i(p)iogp=o(jX^y

composto esclusivamente con questi fattóri primi si ricava

log d(?) — 2 l(p,) log p, = L log p, 0(?) — 0(;)
. - «=1 i—1

e confrontando con la (5) segue per assurdo la (2).
Sia adesso p primo dispari non divisore di JD ; allora per le 

osservazioni che precedono e per la (12) otteniamo

v vv 1 n ( 1 1 1 \2 —z V. h( n) 2 , . 7 71 r 4— ~ 4- « 4“ ; 4- ... I •Ç
«=i £(/>’)— i=i 0(2*’) = P(JP) \ P Pî P3 /

n log a' / 1 \ / 1 \
-= logp \ + r(p— 1)A +'(p’— l)log</-' -1)1

2 fo(p‘) (nUog a' -1- log -f').

Per la (il) si conclude

<u>

dunque
»(y § °(i^) + + 1) log a' • 5 -K 0(1) + 011og-1)l-

Confrontando questa con la (5) si ricava subito

2(« -+-1) 4 °(i3Fl)

che costituisce la proposizione a).
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3. Per dimostrare la proposizione b) osserviamo che il numero 
degl’ interi primi non superiori ' a a; log ; è dato dall' espressione

lo" S n( £ loS ' \ _ x (,l- log?>
log (a? log ?) + ylog5 (a? log?)/ \ log? /

Basta quindi supporre a < per ottenere dalla (15) la
la proposizione b).


