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Sul metodo di sommazione di Abel-Poisson
per le serie doppie.

Nota di J. C. VIeNAUX (. Buenos Aires).

1. 1l classico metodo di sommazione delle serie di CEsARo, &
stato esteso alle serie doppie ed alle triple rispettivamente da
C. N. Moore () e da M. EVERSUEL (%)

In questa Nota, ci proponiamo di definire e studiare un me-
todo di sommazione per le serie doppie divergenti analogo al
metodo di ABEL-PoissoN delle serie semplici (%).

Diremo col PRINGSHEIM () che la serie doppia

N,
[e <} oo

S Zu

man
m=0 n=0

& convergente, divergente od oscillante, secondo che il doppio
limite di

S

n
Zu
=0

nean T ijy

() C. N. Moorg, Sur les facteurs de convergence dans les séries doubles
et sur la série double de Fourier. < C. R. », 155 (1912).

(*) M. B. EversveL, On Convergence Factor in Triple Series. « Annals
of Math. », 24 (1922:23), pp. 141-166.

() O. PERRON, « Mathematischen Zeitschrifi », 1920, p. 286; N. Grosz,
Zur Poissonschen Sumnderung. « Sitzungsberichte der Ak. d. Wiss. Wien »,
124 (1915), pp. 1017-37.

(1} PrINGSHEIM, « Encyklopi#die der Mathematischen Wissenschaften »,
vol. I, A. 3, pp. 97-98.
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sia rispettivamente finito, infinito o indeterminato. Nel prlmo caso
il numero .
= lim 8
", n— 00

Mmyn

si chiama la somma della serie doppia data.

Generalizzeremo questa nozione di « somma » nella seguente
- forma. Data la serie doppia (1) Ponvergente o no, consideriamo la
serie doppia di potenze delle variabili reali o ed y

G(x7 y) :',: u‘m ' w,nyn

o>mM8
cM?

che soddisfi- alle -dué condizioni :
1°) la serie o(x,y) & conmvergenle nel dominio

Hel <1, lyl<1i,
2°) esiste una costante positiva M tale che

[Sm,n}<M

per ogni intero positivo m ed m.
Se esiste ed & finito il doppio limite di o(x, y) quando » ed y
‘tendono ad 1, simulfaneamente ed indipendentemente : .

lim ofx, = lim )‘,;u"’ iy = S

(m,y)-—-l( 'Y wy—100 " y
diremo che la serie doppia (1) & sommabile col metodo di Abél, o
pure semplicemente, sommabile (A) con somma nguale ad 8.

2. Questa definizione generalizzata di somma soddisfa alla con-
dizione. di permanenza.
Se la serie doppia

(1)

> U

msn

CEYES
SR

¢ convergente con somma S ed |Sm,n|<<M per ogni m e n, onde M.
& una costanle positiva, la serie dopp@a (1) ¢ pure sommabile (A)
con uguale somma S.

In effet*o, gik che ] f/f

iy =Sy — Sy, — Sipya + 8y,
risulta secondo la ipotesi |S,, . |<M,

fuy| < AM
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pertantd, la serie doppia di potenze

o0 o0

2 o, y) =2 2u,,,o"y"
® assolutamente convergente mel campo ||z|<1, |y|<11.
Moltiplicando la serie (2) colla serie geometrica convergente

1

o STy (wi<d, lyl<i
3) [y p— 0»051’?/ (|, y|<)

dalla, regola di CavucHY, risulta
T Em"'y" 2 2 Wy, X"Y" == 2 2. S,,. n“"'y y
00 :

- serie convergente in tutto il dominio ||x| <1, fyl < 1.
Secondoe la (2) e la (3) quest’ultima uguaglianza pud scriversi

@) @, g) = (L — 2L —9) X % S0 2"y

Inoltre, & per ipotesi

S:.ozo;u’m‘yn

e dalla (2) si ha

1= (1 —a)t—g) > T amy

(t—a)t—p3 Samy

ciod
® o S=(—at—ypisany
 Restando la (5] da risulta
©  S—os g =0 —ai—y) 5 E— Sz

Dalla ‘convergenza della serie (1) risulta che essendo un ¢>0
arbitrario, esistono due numeri interi p 6 ¢ tali che .

IS—S,",”I‘<E per Ognl m2p7 "2q.

Preildéndo il valore ~assoluto’ dalla (6), si ha .

]S-—c(x g)1<(1— @)1= )zle,,.,nlw'" »
: (1*93}(1‘-?/)1,2.1 3 1R,,.,,. w’”y”+(1—-w)(1—'y) 2- 2 IR,,, ,,va’”y +

»+(1—xx1—’)§ 5 | Ruula v,
| . . |

n=y n==p
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i

~onde .
Rmsn :,S - Sm,n'
Ma
Ly :
(1 - (13)(1 - y) % % l Rm"n | wmi'ln < (1 _x)(l _y)A
dove
Py
A =22 |Rm,nl’
00
ed ’
(1 —ax)1 —-y) 2 |R,,,,n|x"'y" < (1 —x)(l — Y- 2 2. aryn < .
! P+ p+lqg+1
Dalla condizione |S,,,,| << M risulta | S| < M, dunque

| Rm;n I < 2M
poi

U—ayl—y) & 3 Rl <

m=0 n-=q
<1 —x)(l—y)2MT_ z " < (1—-—x)2M.P. -
-ym:()

Nello stesso modo

o0

q
l—a)fl—y) = = l R,,,," I 'y <(1—y)2M- Q.
. n=0 m=pi

Secondo tutto questo, la disugnaglianza (7) si pud scrivere
| S — o, y)| < (I —x)l—mA + (1 —2)2MP + (1 — y)2MQ 4+ «.

Fissati i numeri ¢, 4, P e @, si pud determinare due numeri
positivi & ed p, tali che

1—o)1—yA + (1 —2)2MP + (1 —y)2MQ < ¢
per ogni
1—x < 8, 1-— Y <<w;
pertanto, risulta .
[S—ofx, y)| < 2
per tutto o o
1-3<ae<], 1-—'y<y<1
poi v
lim  ofx, y) =
(2, y) 1

La reciproca non si compie necessarmmente Sia la serie dOPPIa

2 2 (_ 1)m'+n
0.0
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si Ha

v O? Hipelll Rt — ‘_1___
olx, y) = %(— 1)"a™(— 1) 1+ o)1+ y)
per\ ogni sistema }|x|<1, |yl<1!. Da qui

ct/g

lim o, y)— lim — —— =1
et e A A y) T &

 Questo metodo di sommazione (come tutti quelli proposti per
le serie semplici) & applicabile soltanto alle serie oscillanti, in
_virti del teorema:

Se la serie doppia (1) & divergente, cioé

lim Suun =k oo
M, N~ 00

essa non & sommabile col metodo di Abel.
La dimostrazione non presenta difficolt.

3. Sussistono in questo metodo di sommazione tutte le proprieta
fondamentali delle serie doppie convergenti.

1°) Se la serie doppia

mon (30
& pure sommabile (A) con somma ku.
20) Se le. due serie doppie
2 022: ulll n €

00

o8
S8

v

mirn

sono sommabili (A) con somma w e v rispettivamente, la serie doppia
00 00
P> (um " = vm " n)’
00

& pure sommabile (A) con somma u=v.

3°) Se la serie doppia

u

nmon?

o3
CRVE

¢ sommabile (A) con somma S, essa & sommabile (A) per linece e per
colonne con stesso valore.

La dimostrazione di queste proposizioni non presenta difficolta.
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4. Date le due serie doppie

’

o0 00 X oo 00
(1) X 2 Mut,«n (2) S E vman
00 00

si chiama prodotto, la serie doppia

o0 ou
vy
- =W,
00

dove

w = ,"’070 ’U,” &I + "o,n 1_’,”,0 -+

MmN
Bl T T L N e

—+ umy()/ufhn + o+ u’mvn v{)v()

definizione questa analoga a quella del CAUCHY per le serie sem-
plici (}).

TeEOREMA. — Se le due serie (1) e (2) sono sommabili (A) con
sommie w e V rispettivamente, la servie doppia prodotto (3) é pure
sommabile (A) con somma w = uv.

In effetto. se mettiamo

m n n n
U,.. :ii(} jE Ui V... :,Eo }E‘;vij
risulta dalla sommabilith (A} delle serie proposte. la esistenza di
due costanti M ed N positive tali che

f er LR ] I < Z‘[‘ ‘K Vm IRT3 I < ]V (n" n :01 17 25"')'
‘Siccome &
= Uy — U_,,;— U, + Uiy
ed
vy=Vy— Vi i~ Vijo+ Vi i,
si ha
' g | < AM,  |v;] <4N

dunque, le serie doppie di potenze

o0 00 K i 0o 0o
W y) =3 Tu, eyt ©) ey =3 S, @
1

sono assolutamente convergenti in {|z| <1, |y|<<1!.
Effettuando il prodotto colla regola precedente delle due serie

(1) Teoremi analoghi a quelli di CaucHy, MERTENS, ABEL e HarDLY
sussistono anche per le serie doppie convergenti.
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doppie (4) e (), si ottiene una serie doppia assolutamente conver-
gente

" O o 00 o0 5Q
v " y ¥ [ N
(6) X u’m s nm 7?/17 -2 Uut I 90'"?/" —=2xZ w,, ,n“’"'y"
00 00 0 0
in |w;<l, |yl<<ly.
Da cid risulta che
0o oo
m w@, y). lim o y)= lim ZIw,  a"y"
(e, yy —1 (e, y) —=1 (2, y)—+10 0
e dalle ipotesi
000
wev= lim 22w, a"y"
@ y)—+10 0

il che c¢i mostra che la serie prodotto (3) & sommabile (A), con
somma uv.

Questo teorema & analogo a quello di G. SANNIA (1) relativo al
prodotto di serie semplici sommabili col metodo di ABEL.

d. Nel caso delle serie semplici, un teorema di BromwicH af-
ferma che ogni serie sommabile col procedimento di Cesiro (C, §)
& anche sommabile con quello di ABEL. B mnolto probabile che ci
sia un teorema analogo per le serie doppie sommabili col me-
todo (C, 8, 8') e le serie doppie sommabili col metodo che studiamo.

Le applicazioni di questo metodo alle serie doppie di DIRICHLET
-ed alle serie di FoURIER saranno motivo di un’altra Nota.

Di uno studio simile dei metodi di Boren, Lr-Roy, DE La
"VALLEE-PoUssIN, RIEMANN ed altri, per le serie dopplo c¢i occu-
‘peremo in un altro luogo.

) G Sax Nia, 1! wmetodo di sommaszione di Euler e la moltiplicazione

delle serie. « Rendiconti della R. Acc. dei Lincei », 2, 1918, Pp- 391 99.



