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Sopra alcune formule relative alle linee e ipersuperficie
coordinate di una varieta riemanniana.

Nota di Tommaso Boaaro (a Torino).

Sunto. - Vengono stabilite aleune relazioni fra i vettori tangenti alle linee
coordinate di una varietce riemainiana. con n dimensioni. e i vettori
wormali alle ipersuperficie coordinate della varieti stessa.

U'na varietd riemanniana V,. con # dimensioni, pud conside-
arsi come il luogo di un punto ¢ funzione di n parametri indi-
pendenti ¢,. q,.... q,.

Si chiamano linee coordinate di tale varietiv quelle lungo le quali
varia soltanto la ¢,, oppure la ¢,..... oppure la ¢, . Si chiamano poi
ipersuperficie coordinate della V, le ipersuperficie rappresentate
dall’ equazione ¢, == cost., oppure ¢, == cost...., oppure g, = cost..

I vettori oQfeq,, ¢Q.rq,..... ¢0Q/2q, sono tangenti alle varie linee
coordinate nel punto . e i supporremo linearmente indipendenti;
¢ cost i vettori grad, ¢,. grade ¢,... gradyq, sono normali in €,
alle singole ipersuperficie coordinate.

Fra gli rni e gli altri vettori intercedono varie relazioni, al-
cune delle gquali sono giiv- menzionate nell’ opera: BurcaTTi. BoG6Io,
BUrani-Forti, Geometria differenziale (Zanichelli, Bologna, 1930),
che nel seguito indicherd con Geom. diff.: ma esse sono tuttora
poco note. anzi in un lavoro recentissimo (') esse vengono date
come formule nuove, e ottenute con caleoli lunghi e complicati,

A tali formule qui ne aggiungo qualehe altra, pure ottenuta
in modo molto semplice; tali formule sono legate da una legge di

(1) GuaiNo, Sul parallelisino definito con variazioni angolari. (« Atti
R. Istituto Veneto », tomo XCIIL, 1933).
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dualita, 1a quale permette di ricavare da una di esse un’alfra,
con opportuni scambi di vettori e di altri elementi che in esse
figurano.

1. Sia V,; una varietd riecmanniana. con # dimensioni, che pos.
siamo considerare come luogo del punto q,, ¢y....s q,)

Per 1elemento d arco ds si ha:

ds? = dQ* =,

i}

/=

@

13
Sr @ X Q. dg.dg,.

L

ove si & poste, per brevith di scrittura, @' =2a¢/3g;: se poi si pone
(Geom. diff.. pag. 279): )
48] ay =6/ X Q.
risulta
ds® =2, a,,dg,dq,.

che & la forma gquadratica fondamentale considerata mnelle fratta-
zioni ordinarie della Geometria differenziale. mediante i metodi
del Caleolo differenziale assoluto.

Colla teattazione vettoriale (Geom. diff.) tale forma quadratica
(e il relativo corteo di componenti covarianti, contravarianti, deri-
ate covarianti. contravavianti, ecel) » del tidto inwtile.

Qualcuno parla anche di rveftori covarvianti e contravarianti (1)
tale denominazione © evidentemente orrata, perché un vettore &
ente assoluto. indipendente da coordinate, e percid non ha senso
dire che un vettore & covarviante. o contravariante : si deve invece
parlarve di componenti covarianti o contravarianti.

Cid premesso, se si ricorda che, dato un vettore tangenziale u,
le sue conmponenti covarianti sono date da (Geow. diff., pag. 284)

w, = w X Q. k=1, 2...,, n).

concludiamo, dalle (1). che le quantitd a,,, @,,.... @;, sono le compo-
nenti covarianti del vettore @/, il quale ha per modulo, in virta
delle (1), Va;. ed & diretto secondo la tangente alla linea coordi-
nata ¢, (lungo la quale varia solo la q,) passante per il punto Q.
nel verso delle g, crescenti. '

L’ elemento d’arco di tale linea coordinata & ovviamente
ds; =Y\ a;dq,. : ' - ~

(!) Cfr. ad es. Fano, Spaei di Riemann. ecc. (Conferenze di Fisica e di
Matematica ; R. Universitd di Torino, 1983-XI). In questo lavoro & anche ™
scritto (pag. 36) che «i vettori gradey gi. e 2Q/tq: sono entrambi unitari »,
il che & errato, e che « coincidono in coordinate ortogonali », e anche guesto
non & vero.
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2. Possiamo riguardare evidentemente le q,, g,,..., ¢, come fun-
zioni del punto @, ed & facile .vedere che il vettore @, pud espri-
mersi mediante i gradienti superficiali delle g, colla formula:

2) Q' = a, grady q, + a,, grady ¢, -+ ... + @, grady q,,.

Infatti, moltiplicando scalarmente la (2) per @,’, ricordando le (1)
e la definizione di gradiente superficiale, in base alla quale si ha
grady ¢. X Q,' —9q,'8q,, che vale 0 se r==k e vale 1 se r=kFk, si
ottiene senz’ altro la identitd a;, —a;. : -
Dalle (2) & facile ricavare:

3) grady ¢; = @'Q," + a2Q,’ + ... + a™@,/,

ove a* vale il complemento algebrico A4, dell’elemento a; nel
determinante (simmetrico)

@) a='.... .. o

diviso poi per a, cioé a*—=A4,/a.
Infatti, moltiplicando la (2) per a*’ e sommando rispetto ad 4,
avremo, per le proprieta fondamentali dei determinanti:

atQ) + at?Q, + .. + a*Q,’ = grady q,,

che & la (3).

Dalla (3), moltiplicando scalarmente per grady g,, risulta (Geom.
diff., pag. 280):
(5) a'™* = grady q, X grady ¢,.

Se ora ricordiamo che le componenti contravarianti del vettore
tangenziale w sono date da (Geom. diff., pag. 284):

w* = u X grady q,, k=1, 2,..., n),

concludiamo, dalle (4), che le quantita a?, a?,..., a'* sono le com-
ponenti contravarianti del vettore grady ¢,, il quale ha per modulo,
in virti delle (5), Va¥, ed ¢ diretto secondo la normale all’ ipersu-
perficie coordinata g, = cost., passante per @, mel verso delle g,
crescenti (1). ‘ ‘ ‘

3. Si possono anche oftenere le (3) nel modo segﬁente.

(1) I vettori che il GusIiNo indica con T® ed N® non sono altro che
i nostri @/ e gradyq;. ‘ '
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Intanto, & facile vedere che si ha:

a, @), a’Ju
ieyyi Bimrz o Fimin
’ ’ ) ’
(6) a-grady ¢, = Q, Q. n
Aipr,n i, Fiviyn
anl anz b a?m

...............

Aiyyr Qimyyz oo Bimyyy

aq; )
a = Ay Ays oo Ory |y (Ic_—__l, 2yeey 1)

gy

Qg1 Giya,e o Gigr,n -

...............

aul . ’anl e ann

ora, queste » relazioni sono vere, perché per k<=4 i due membri -
sono entrnmbi nulli, e per £—+4 sono entrambi eguali ad a. Di
qui risulta la (6). : .
Cid posto, sviluppando il determinante (6) risulta:
«-grady ¢; = A4,Q) + 4,Q; + .. + 4,0,
che non differisce dalla (3). '

4. Se si indica con am (@,, @,,..., a,) I amplitudine della succes-
sione a,, a,,.., a, di vettori, cio® il volume (con ségno) del paral-
lelepipedo con n dimensioni, determinato dai vettori stessi (supposti
uscenti da uno stesso punto), sussiste la formula (%)

a,xb, a,>x<b, ..a Xb,
ay Xb, ay,X<b, .. a,Xb,
) am (@, @,,.., a,)-am{d, by, & j=|....... e e e e

|

——

..................

qu anxbg oo a”xbﬁ

1) Boeaio, Formule di calcolo vettormle negli iperspaei e applicazioni.
(« Atti R. Accademia delle Scienze di Tonno »..vol. LXVI, 1931).
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Di qui, e dalle (1), (4) si conclude senz’altro:
(8) [am (@), @)s... Q) =uq.

percid se i vettori @, @,,..., @, sono linearmente indipendenti,
si ha ¢ =4=0, e viceversa.
Dalla (7) segue pure subito:

(9) a“m(Ql” Qzla"‘ﬂ Q”’) +am (gradv Gy grad" qyseers gl‘adv qn) - 1’
ed anche, tenendo conto delle (5): .

L a't e at [

‘ a?  a® .. a* ‘
(10) ‘—[am (grady q,, grady g,..., gradvy g,)]*

Dalle (9), (8) risulta anche:
(®) [am (grady q,. grady g,...., grady g,)] = 1/a.

5. B facile esprimere i vettori grady ¢; mediante prodotti estexm
di vettori @,’. Precisamente, sussiste la relazione:

(—— 1}{‘1E(0 ,r" le 19 Q,z-{ IRARRE] in)
am (¢, @'y @) o

Infatti, moltiplicando scalarmente la (11) per @,’, si ha:

04 am (¢, i1y @y @igrses @)

I P ’ - b
aqk am (Qx ) Qz 3oy Qn )
e queste » relazioni sono vere, perché se k==¢ ambo i membri

sono nulli, e se k=1 valgono entrambi 1
Dalle (11), (3) e {8) risulta :

(12) (= DB e Qs Qa0 = (079 + .07, Va,

la quale esprime il prodotto esterno che figura nel primo membro,
mediante vettori tangenti alle linee coordinate.

E pure facile, inversamente, esprimere i vettori @,/ mediante
prodotti esterni di vettori grad,q,. Si ha, al riguardo, la formula:

(11) grady ¢, =

(k=1, 2,.., n),

(13) 0_/__.( 1\1’]ﬂ(g1ddv Gygeers gld“v iy Brady ¢y )y grady q")
vi : am (grady ¢,, grady g,s..., gradv q,)

In‘fatti,'-moltipli('ando scalarmente la (13) per grady g, si ha:

ogr __ am (grady g, grady g, grady gu, grady goyy -y grady %)
o am (grady g, grady ¢,y gradyq,)’
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e queste relazioni, ove k=1, 2,..., u, sono vere, perché se k=4
ambo i membri sono nulli, e se k=4 essi valgono entrambi 1.
Dalle (13), (2) e (8) risulta:

(14) (‘“ 1){—1 E(grad" (In--" gl‘adv qz‘;—l? gI“ddv QH-‘.;'-" gradv qn) -
= (a;, grady q, + ... + @, grady q,)/Va,

che esprime il prodotto esterno che figura nel primo membro, me-
diante vettori normali alle ipersuperficie coordinate.’

E interessante osservare che le coppie di formule (1)-(5), (2)-(3),
(4)~(10), (8)-(8"), (11)~(13), (12)~(14), possono dirsi fra loro duali, perche
si passa da una formula alla sua duale collo scambio di @,/ con
grady ¢;, di a,, con a™* e di a con 1ja.

La (9) poi risulta duale di se stessa.



