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PICCOLE NOTE 203

Espressione analitica déll’integrale del sistema differenziale
rqlativo alle vibrazioni delle membrane elastiche.

(Estratto di una leftera di ANGELO TonNoLo
al prof. ANTONTO SIGNORINI).

. . Oonsideriamo il sistema differenziale

[a% a (on & n
5t‘z__b‘Az;_.(bZ__ ))a < v)-——:X

R y\ox 0y
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dove il A, si riferisce alle variabili spaziali «, y, z ¢ X, Y, Z sono
funzioni regolari di x, y, 2, per ogni istante di tempo ¢{ in uno
spazio finito o infinito R. Essendo {, un istante iniziale fissato,
tu hai assegnato 1’ espressione analitica dell’integrale del si-
stema (1), (2) in funzione dei valori che mell’istante ¢, assumono
in R le funzioni incognite £, v, { e le loro derivate prime ri-
spetto al tempo. Scrivo qui le tue formule con qualche lieve cam-
biamento di scrittura.

Sia P,(x,, ¥, #,) un punto fisso di R, P(x, %, #2) un punto va-
_riabile in R, e !, =1, un qualsiasi istante di tempo. Indichiamo

con o) la sfera di equazione -
ti—to.

. (@ — ) 4 (y — )’ + (e— 20} = b2t — b,)"

con of? , D ellissoide di equazione
1740 .

(@—=)  —9) | —sz)
a't,—t)r " afi, ~t0)2+ B, —to)

con St,_¢, lo spazio compreso fra queste due superflcle, [ ;infine
con "t')t la sfera corrispondente 511’ elhssmde "t —to nell’ affinita
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4= e ,
=73 % ?l‘=5y, z=2. Siano: ancora 3 ¢ ¥ due generiche fun-

aioni di w, 4, 2, t,-e poniamo:

—\ T Y — x—x
T—V(x\x,)?—q—(y—y,)?, sin o =2 ryl’ €08 & == — L

(3)4 x[‘?» ‘l’]t = m/ ¢ sin © — 4 cos v %t sin U)dd'[l_fo

t,—ta

m[ ¢ cos v + Ysin tcos U’dct‘—t, ¥
ctl—t,, :
7 azlogr oﬂogri :
+ Z;T)/ 3 el Y f,dSt"t"
Sty—t,
| 4 y[\P, H —1——~ /3 u];cos »w — ¢ sin o g cos wdag) t, +
= Anbi(t, — 1), —¢ o =t
ctl—t.,
1 ) . . (1
~+ =t —1) / % v cos @ + ¢ sinw ét sin wdst_y, o
- 1 or. o
%,
1 [ alogr azlogrg
4nb} ¥ T Y + ¥ ay® dS“""’
Sty—~t,
1 (1
5 ofo] —m o> |4
) ()z[‘?]to = Ina’(t,—1t,) 4, dot,—t, -
%ty
In gqueste formule vale il segno -+, o il segno — secondo che

si ha a > b, oppure a << b, e, nel caso di R finito, {, deve essere
tale per cui le superficie of)  , of? , relative al punto P, risultano
interne ad E. ’

Siano ora £, u, { tre funzioni rego]arl nello spazio R per ogm
t =, che soddisfano al sistema (1), (2) e si abbia inoltre-

O Ghon =5l 9,8, (Dot = 9, 2), Qroty = el 9, 2),

(7) ('Zi)é:t.: So(®, 9 2) (%)t:t.: Hiyfw, y, 2, (Z_E)tzt.: 2@, y» #)-

Come formule di rappresentazione degli ihtegrali §, n, { tu hai
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dato le seguenti :

| .
| 5P, )= w.[5,, H,], + (»v[go, el + [o 0, Yyt
®) - h
AP, b= o[, B, + o ool + [0 X, V)t
L i
| ;,
o) (P, 1) = 02), + 5ot + o121,

fy

Cid posto, consideriamo il sistema dlfferenzmle che regola le
vibrazioni delle membrane elastiche,

[ 9% ) ) . 3 o i
) T a(a =%
s ar (% 4 2) =
or — A (0 )ay( oy) =Y
a?
(11) atE a?Ac—

dove ora il A, si riferisce alle due variabili x, y ¢ X, Y, Z sono
funzioni regolari di x, ¥, ¢, e cerchiamo !’ espressione analitica
dell’ integrale del sistema (10), (11) supponendo di conoscere i va-
" lori che mnell’istante ¢, assumono le funzioni §, , { e le loro deri-
vate prime rispetto al tempo. Io raggiungo questo scopo, facendo
vedere che nelle ipotesi fatte le integrazioni contenute nei secondi
membri delle tue formule (8), (9) si possono ridurre a due dimen-
sioni, ove non figura affatto la coordinata z,.

Questo modo di vedere le cose non & che una estensione- ai 8i-
stemi del metodo «de descente » di HADAMARD, e da lui applicato,
ad esempio, per risolvere il problema di CAUCHY relativo all’ equa- -
zione delle onde cilindriche, supponendo di conoscere la soluzione
4dello stesso problema per I’equazione delle onde sferiche.

Prendiamo in esame la formula (3) che da w [y, 4},, e si sup-
ponga che le funzioni ¢, ¢ siano indipenaenti da 2. '

Nell’ affinith o= -g ®, Y= g Y, =2 D ellissoide

C—mt  —w) . E—a)
ot — 4 W= fF T B — by

;=1
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" ha ﬁer corrispondente la sfera

(@ — 2,2+ (y — ) + (2 — 2,)' = b, — &)}

e quindi
- t,—1 Y, —
doly, = b —t) dady = bth — ) deedy.
eV alt, — )y — aR,
Mentre :
o)y = 2t g U=t g
\ B, — o) — R,

avendo posto
R, =Va't, = t)'—r% R, =Vb(t,— ) —r"
Indichiamo con §,, S, rispettivamente i cerchi di centro (x,. u,:
e di raggi a(t, —1t,) e b(¢, —1;). Allora, poiché ¢ e} non dipendono
dalla coordinata z, possiamo scrivere .

S sinw — b cog « L daty, =
47Tb?(tx — t“)/ ; ] g ¢ CO8 = /\tosln 0ATH _t, ==
*%?lz.
1 /1 .
= %ra , o ; ¢ sin o — Y cosw ) sin odxdy.
Sil

. ) 1
g cosw + Ysinw e cos (-)dcg‘l.(o =
ly .

el

51
tl*t.

= 3wb, f 7 § g cos » + ¢ sin © %t.cos wdady.
S,

Supposto, per fissare le idee, b > a, per l’ 1ntegrale di voluwe
si ha

o* log1 a log v N o
T 4xb, / LA Bxay égndbl“t" -
Ste—t,

2+ Vo2t —t.)2—1?

’ log r 132511" f
an/< + Py dde dz +
S(L : T

£+]/ Bt —1,)*—

2+ V02 (t—t )2 —rt
( 9*logr 9°log > /
(o7 ) et 2
Sp—8Su : 2z,
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Con ovvie riduzioni I’ integrale in discorso si trova eguale a

B—atl g* g slogr  slogr|
2zab | aR, + bR, ?? ax? +_ T odxay St.dxm - 4
*logr 3 logr
"%/Rb§<? Y oy 1, 0,
S,—S, |

dove S, — 8, rappresenta la corona determinata dai cerchi S,, S,.
In virth delle formule ora trovate, possiamo secrivere

1 (1
12) o, [e, q*]t. = El_w_{;j R—. ? gsinw —Ycosw %t.sin wdxdy +

. ‘S’u

27rbf B, } $ o8 + ysinw o8 odxdy —

b

bi—a? P2 a? lOg r ag lOg P %
— \ , B
2rab | aR, + bR, 3 ¢ ot Y oy todxdy
1 [ 2? log/r plogr) ’
~ 9xb / % 2t + e ;tudwdy.
X

Un analogo calcolo applicato alle formule che danno o,[9 e
w,f¢],, conduce ai seguenti risultati:

) 1 1 ’
(13) w,[9, "l‘]t.: mfR; 3 ¢ cosw — g ginw t‘cos odrdy +

a

1 -1; o
+ 53 % qoqoso)—f-}asmw‘

b

t;siu wdxdy —

b*—a? oy a‘zlé)grr zlogr[? _
- '2nabs aR, + bR, oy T oy KM’

a* log r

?* logr 7
27tb[ g ? 2 By +Y fd xdy, .

(14)» 4;)?[9]'. 2na [ o ‘?t dxdy

a
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I secondi membri delle formule (12}, (13), (14) sono manifesta-
mente indipendenti da z,. Ne'consegue che nelle ipotesi dichiarate
in precedenza rvelativamente alle funzioni X, Y, 7 e alle condi-
zioni iniziali, i secondi membri delle tue formule (8). (Y) non
dipenderanno dalla variabile z,, e pertanto esse danno le formule
di rappresentazione degli integrali delle equazioni delle mem-

brane elastiche . . . . . . . . . . o . ... L. L.



