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PICCOLE NOTE 203

Espressione analitica dell’integrale del sistema differenziale 
relativo alle vibrazioni delle membrane elastiche.

(Estratto di una lettera di Angelo Tonolo 
al prof. Antonio Signorini).

. . .... . Consideriamo il sistema differenziale

M » /» 2 S /S7I ö;X

] dt~ 2 1 ’dy\dx dyj
I d'Ti K*a ■ zi 9 /àj a5\

( Ë «•) (te ~ Y

<2» K — a2A2ì = Z,

dove il A2 si riferisce alle variabili spaziali cr, y, z e X, Y, Z sono 
ftinzioni regolari di x, y, s, per ogni istante di tempo t in uno 
spazio finito o infinito R. Essendo tQ un istante iniziale fissato, 
tu hai assegnato l'espressione analitica dell’ integrale del si­
stema (1), (2) in funzione dei valori che nell’istante /0 assumono 
in R le funzioni incognite 7], £ e le loro derivate prime ri­
spetto al tempo. Scrivo qui le tue formule con qualche lieve cam­
biamento di scrittura.

Sia Pì(xl, Az, a,) un punto fisso di R, P(x, A, s) un punto va­
riabile in R, e tl > tQ un qualsiasi istante di tempo. Indichiamo 
con cla sfera di equazione

(x—+ ly—y,)2 (»— «i)s = —U2-

con [_t l’ellissoide di equazione - .

(x — xtf (A-Ai? t (s —s,)'2 _ 
«Pt-to? "*■ -10)2 dP. - M2 ~ ’

con Zt,—to lo spazio compreso fra queste due superficie, e Enfine 

con .1» sfera corrispondente all’ ellissoide nell’ affinità
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___ a- a~
x cv, y  y, zzzzzz. Siano, ancora <p e •} due generiche fun­

zioni di M, y, e poniamo:

T—-——------------------ y — y, x — x
l« — xÿ (1/ — t/J«, sin o) = —-—, cos w — ——

1(3)

1

1(4)

o2i(ygr\ Q

1
(5)

In 
si ha 
tale per cui le superficie a|0 
interne ad B.

queste formule vale il segno o il segno —- secondo che 
a > 6, oppure a < b, e, nel caso di B finito, tl deve essere 

rfLt relative al punto Pì risultano

 1 f 'ò2 log r 
4tzò / SM 9-/

&x-io

, ------ 7-T M 9 cos w -b sin OJ- §o)7 i
Œ<1)

0>rà H — r~ioïr------rr / ! 4 cos 0) — © sin t.) > cos Md^Lt. -b
*• 4^6 (1, — $0)J i h»

<42),

= Tf,T----- 7-r / I 9 sin 0) — '1- cos w ì sin 0)dE-^o 4~
A 47t6?(A — w (

œ!2) .

1 s^ log r s^log^j 
4?zb / l à'" öM ö^/ V.

1
47z62(t1

/ \ , (i>— I j© cos w -+- 9 sin w j sin vd^-
'o)J { 1 h0

<7(0

<4» A

Siano ora tj, Ç tre funzioni regolari nello spazio B per ogni 
t ig che soddisfano al sistema (1), (2) e si abbia inoltre

(6) (?)<=/, = la(x, y, z), (7))fc=t, = t]0(x, U, ch, (?)«=/„ — ì„l.r. U, s),

(7) (3=(r s»(a:’ ,=jffo(av »’s)> @t=f.= ZJa'-s)-

Come formule di rappresentazione degli integrali r15 C tu hai
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dato le seguenti :

(8)

5(^,0 = M2«,

■^P,, t\) — <»,[=0, K0](o -+-

h

Y\tdt
1 f0

èi
â '^Lo-+- l^[X, Y](dt,

*0

(9)

tl
C(Pn t.) = (0.^ 4- â <oa[C0]te 4-

Oib posto, consideriamo il sistema differenziale che Tegola le 
vibrazioni delle membrane elastiche,

(10)
o«AtS-(ft*-«*) +

. 'a p?
a A.ï) — (b2 — a2) — —

’ ' ' dy \dx

<rt\ _ v

—\ — y 
sr//

(ii) g—=
dove ora il A2 si riferisce alle due variabili x, y e X, Y, Z sono 
funzioni regolari di as, A, t, e cerchiamo l’espressione analitica 
dell’integrale del sistema (10), (11) supponendo di conoscere i va­
lori che nell’istante assumono le funzioni Î e le loro deri­
vate prime rispetto al tempo. Io raggiungo questo scopo, facendo 
vedere che nelle ipotesi fatte le integrazioni contenute nei secondi 
membri delle tue formule (8), (9) si possono ridurre a due dimen­
sioni, ove non figura affatto la coordinata zx.

Questo modo di vedere le cose non è che una estensione ai si­
stemi del metodo « de descente » di Hadamàrd, e da lui applicato, 
ad esempio, per risolvere il problema di Cattchy relativo all’ equa­
zione delle onde cilindriche, supponendo di conoscere la soluzione 
dello stesso problema per l’equazione delle onde sferiche.

Prendiamo in esame la formula (3) che da à, ^e si sup­
ponga che le funzioni cp, siano indipendenti da s.

Nell’ affinità x = g x, y = y, z = z l’ellissoide

(a —«,)* (2/ — (s — s,)" '
«P> - *,)* a\t, - b*(f, - «.)» -
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ha per corrispondente la sfera

(x - xtf ■+■ (y - »,)* + (e - < = bP. - *0)*, 

e quindi
j-(2) A) j j

dcTL-L =------------- ; —_....1 -.... dxdy —---------------dxdy.* aYa^-^-r2 * <

Mentre

dvtj-t, — — -- —---------- dxdy — —h------- dxdy,
\ — ^o)2— f2

avendo posto

Ä„ = vWi-M2-^ =
Indichiamo con /S6 rispettivamente i cerchi di centro (xl. 

e di raggi — y e b(tL —t0). Allora, poiché y e non dipendono 
dalla coordinata z, possiamo scrivere

S~TT^ i dSt> dxdy Vo

52 .r. 
a2

2kò-/

à

Str-t,
^+V52(^—t)2— r*

a2logr\ s
SM5-/ /t. ______

TöTT'------7~x j ! 2, sin <o — -L cos to \ sin wdajfl
47r6?(^ — J ‘ r k.

<t(2)

1 n , . j j a)
------ — I c& cos to -F u/ sin M s cos b)dvL—t'

— yn* 'r. ‘

~ I 'rr ) V 8Ìn o) — ch cos to sin udxdy.
V -Ko k 'to

S.

1 H) , . ) , ,
= -m I yr ) ? cos to -F ch sin to eos vdxdy.2icbJ Rb(r T )e. u

Supposto, per fissare le idee, b > a, per l’integrale di volume 
si ha

,F!T 

So—S«

**-<-V&*(*t---*o)*—»* .
S- log r\ f

-F ó----- -— dxdy I dz.Y ft^y h. J
si
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Con ovvie riduzioni l’integrale in discorso si trova eguale a

62— a2 f r2 ( d2logr . d2logr)
2izab J aRb 4- bRn \ ox2 4 dx dy \t9 x_

1 / ( d'iogr d’iogr ) 7 _— ä~r I Rb\ q — ■ 4- ’-p -——— i dxdy,
2 7:6/ SM2 r SM SA Vo

dove Sb—*Sa rappresenta la corona determinata dai cerchi Sb, Sa.
In virtù delle formule ora trovate, possiamo scrivere

12) “Jjb ’J'L, — 2zaJ J î s^n M — cos t0 ^in wdxdy -+-
™S(( "

4- n / w ì ? cos w 4- ch sin tó ! cos todxdy — 
2z6/ Rb ( T T V

62 — a2 f r2 ( S2 log r . S2log r) , ,2itab J aR„ -+- bRa ( ? à- Ÿ 0a; ft/ \tdxdy

Sa

1 foi log r , 62logM ) '
— n l Rb \v ——-+• ? —ä—’ ( dxdy. 27:6 / °(T SM2 7 SM SA uo

S6-&, 
■ - 

Un analogo calcolo applicato alle formule che danno <0^, 
wa[?]ù conduce ai seguenti risultati :

(13)
rii 1 f 1 ) 1 - ( .

w„[tp, — 2^^ 1^ U cos <0 — ® sin w j cos <>>dxdy -+-
S. ‘

4- cp cos w 4- siù «0 sili wdxdy —

. sb

b2 — a2C r2 j S2 log S2 log ,
2?:«6 / 4- bRa 1 SM SA 1 s SA2 h. ?

S.

1 S2log M s2 log T I ,
— o jäjI« —- —-* 4~ 4/ _ 9 ? axay..2itb! .Ir ?xBy T dy J

sb-s„

(14)

- Sa
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I secondi membri delle formule (12), (13), (14) sono manifesta­
mente indipendenti da . Ne’consegue che nelle jpotesi dichiarate 
in precedenza relativamente alle funzioni JC, Y, Z e alle condi­
zioni iniziali, i secondi membri delle tue formule (8). (9) non 
dipenderanno dalla variabile s,, e pertanto esse danno le formule 
di rappresentazione degli integrali delle equazioni delle mem­
brane elastiche


