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Sopra una classe di equazioni differenziali lineari
del secondo ordine.

Nota di ARMANDO CHIELLINI (a Cagliari).

Sunto. - I’ Autore, utilizzando una proprieta generale delle equazioni dif-
ferenziali lineari omogenee, delermina una particolare classe di equa-
zioni lineari del secondo ordine, riconducibili alle quadrature.

1. Ricordiamo la proprieti: « Ogni forma di grado me, in n
soluzioni particolari di un’ equazione differenziale lineare omogenea
di ordine #, soddisfa ad un’equazione differenziale lineare ed omo-
n+n—1

m
indipendenti, ne rappresenta I’integrale generale » ().

Applichiamo cid all’ equazione

genea di ordine < ); e se le soluzioni sono linearmente

(1) Y’ e ay + ay=0;

siano_y,, ¥, due suoi integrali particolari, linearmente indipendenti
e poniamo

(2) z == Ay,? + 2By,y, + Cy,?, ’

con A, B, C costanti arbitrarie. L’ equazione differenziale del terzo
ordine a cui soddisfa la z (come si trova facilmente) &

8) 7"+ Ba2" (4, + 20,2 + 4a,)7’ + 2(a,” + 2a,a,)2 = 0.
Supponiamo ora che tra i coefficienti della (1) interceda la

relazione

4) a, + 2a,a4, =0;

in tal caso la (3) ammette I’ integrale particolare z==costt® e quindi:
L equazione differenziale

’

() Y= 2%2/’+a3/=0

ha la proprietd che ad alcuni suoi integrali particoluri y, se ne
possono associave altri y,. in guisa che un opportuna loro forma
quadratica : :

() _ Ay, + 2By,y, + Cy,*

rimanga costante.

(1) SCHLESINGER, Handbuch der theorie der linearen - Differentialglei-
changen. (Band 1L pag. 201).



PICCOLE NOTE 130

Due tali integrali particolari li diremo associati rispetto alla
forma (4, B, C) ‘

2, Ossevvato cid, ragioniamo nel mode seguente: I’ equazione

4 4 ’y
I R
(che & quella a cui si riduce la (3) sotto I’ipotesi (4)) ha una solu-
zione nota (ciod z — costte). -

Questo significa che fra tutte le forme quadratiche di due inte-
grali particoiari qualunque della (5), ve n’& una che ha un valore
costante; allora potremo:

1°) fissare due integrali particolari della (5) e far variare i
coefficienti della forma quadratica (6), per vedere se sard possibile
trovare una o piit forme (4, B, (), rispetto alle quali essi risultino
associati,

2% fissare ¢ coefficienti della forma quadratica (6) e far variare
la coppia degli integrali associati (il che significa effettuare sopra
questi integrali una sostituzione lineare), per vedere se esistono
coppie di integrali associati, rispetto alla data forma (4, B, ()

3. Per il primo scopo osserviamo che se y,, ¢, sono due inte-
grali-particolari, linearmente indipendenti, della (3),

W Ul Y

sono tre integrali linearmente indipendenti della corrispondente
equazione (7) e quindi una loro combinazione lineare omogenea, a
coefficienti costanti, ce ne dara I’integrale generale. Allora ne segue
che ogni soluzione della (7) (nel caso nostro la soluzione costante)
si potra ottenere con valori opportuni delle costanti 4, B, C, i
quali risulteranno univocamente determinati; se ne conclude quindi
che: Fissati due integrali indipendenti gqualunque della (5), esiste
sempre una loro forma quadratica, ben determinata, che assume un
valore costante.

Per il secondo scopo, prendiamo due integrali particolari y,, ¥y,
e sia (4, B, C) la forma rispetto alla quale essi risultano associati;
dopo cid considerata la forma qualunque (4, B, () e detti

o

due altri integrali particolari qualunque, vediamo di determinare
le c ey, in guisa che y,, y, risultino associati rispetto ad (4, B, C);

€, Cy

Y = C»?/l -+ Cz&z’ Y. = le—/l + Yz??z: A= (
v N1 G
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dovrad essere per questo

Ay + 2Byy, + Cy,* =1
ciod
(Ae,? + 2Bey, + Cyy9,% + 2(Ac,e, + Bleyvs + ¢l +Criva)yiys +

+ (Ac® + 2Beyy, + CvYs" = 1
e quindi

Ac®+2Bey, + Oyt =4 _

Ac,cy + B(eyy, + 1,) + C1ive = B
1 Ae® + 2Be,y, + Cy,? =C

da cui potremo ricavare in infinite maniere le c e le v, purche
siano contemporaneamente

AC—B' e 4C— B
differenti da zero o uguali a zero (}). L
(Il caso di AC— B*=0 e quindi anche di AC — B*=0, porta ad
essere @, == 0 ed allora I'equazione (5) si integra immediatamente

per quadrature).

4. Questo secondo caso si pud anche trattare nel modo seguente:
ponendo la forma (6) =1 e risolvendo rispetto ad y,, otteniamo:

— B '\/' 1

Vo=—(thEF 1A=(B — ACy,* + C;

da cui derivando:

, __—'B"l B*— ACyy, /,_—Byx//_ B?—“A~CA+C1',’.
Y:=—7 B C VL‘\’ ¥ =—7¢ =+ ¢ Va® g

sostituendo mnella (5), mediante un calcolo un pod lungo, ma che
non presenta alcuna difficoltd, otteniamo 1’ equazione di condizione
per ¥, : '
) (B, — AC)ay? + 4,") + aC = 0.

Se ne conclude: Fissata la terna (A, B, C), esistono infine coppie
di integrali, linearmente indipendenti, associati rispetio ad essa, e
si ottengono tutte risolvendo la (8).

In particolare risulta I’esistenza, o no, dell’integrale associato
ad un integrale. prefissato, secondo che non si fissino, oppure si
fissino, i coefficienti della terna (4, B, ().

(1) Si verifica infatti, con un calcolo immediato, la relazione
AC — B = (cy: — c211)2(AC — BY)
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5. Dalle considerazioni precedenti. discende immediatamente
la possibilitit dell” integrazione della (5) mediante guadrature. Infatti,
per cid che precede possiamo supporre, che la forma quadratica
che consideriamo sia quella semplice (0. B, 0) con B==0; allora

dalla (8) otteniamo
(?j—l>~: —
Y

. [\ “adx . »—/ﬁ\":adac o
cioe 1, == e- da cui y,=e - e quindi:

I integrale generale dell equazione

’

' (L ’ j—
Y =55 “+ay =20
¢ dato da
/"\ adx —[V—adx
I =c,e’ +ce .

6. Le considerazioni svolte al numero 3° hanno perd un valore
del tutto generale e permettono di illustrare il fatto che la cono-
scenza di un integrale particolare della (3) riduca I integrazione
della (1) ad una del 1° ordine. Infatti, supponiamo di conoscere un
particolare integrale della (3): allora, sotto 1’ipotesi AC — B*==0,
potremo sempre ridurei alla particolare forma quadratica 7,1, :
allora se z(x) ¢ la soluzione nota della (3). avremo

(x)

Yy =2lx) Y, == VV’I/T

®

da cui

’

" rat "o o
Y+ 20y gy =

e tenendo conto della (1):

’ "2

2 1\?

22 (a)| J—1> — 22(x)<‘—/'~> = Zi)
\ "

con Z(x)=2z" + a2 + 2a,z. Questa & 1’equazione del primo ordine

che ci fornisce una soluzione particolare della (1); nel caso di

z{x) = 1, ritroviamo 1’ equazione

’

e
(5=

A trovata al numero 5°.

ae
-



