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PICCOLE NOTE ' 123

Intorno ad un teorema di Kakeya.

Nota di BENIAMINO SEGRE (a Bologna).

“Sunto. - Si dimostra in modo estremamente semplice un teorema di S. Ka-
KEYA, aggiungendo altre proposizioni che ad esso si collegano.

1. Un bel teorema, dovuto a Kakeva (), afferma che:
Se U equazione algebrica :

1) f(8) = a, + a2z + a2 + ... +a,z" =0

¢ a coefficienti reali positivi e costituenti una successione monotona
non crescenle, le sue radici (reali o complesse) sono tuite in valor
assoluto non minori dell’ unita.

Altre dimostrazioni di tale teorema furon successivamente date
da Havasu1 (?), Kurokawa (%) e HURWITZ (); perd nessuna delle di-

(!) S. KAKEYA, ‘On the Limits of the Roots of an Algebraic Equation
with Positive Coefficients, « Tohoku Math. Journ. », t. 2 (1912), p. 140.

(3) T. Havaski, On the Roots of an Algebraic Equation, ibid., t. 3 (1913),
p. 110.

(®) R. Kuroxawa, 4 Theorem in Algebra, ibid., t. 3 (1913), p. 173.

(Y) A. Hurwirz, Ueber einen Satz des Herrn Kakeya, ibid., t. 4 (1914),
p- 89; quivi si da pure la condizione — che noi ritroveremo pit sempli-
cemente al n. B — necessaria e sufficienfe affinché un’equazione algebrica
del tipo indicato, possegga qualche radice di modulo unitario.
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mostrazioni citate presenta quei caratteri di semplicita ed immedia-
tezza che sarebbero desiderabili: tanto che nella « Corréispondenza »
dell’ ultimo fascicolo di questo « Bollettino », si domandava appunto
una dimostrazione del teorema di Kaxrva il pide possibile elemen-
tare. A tale requisito pare soddisfi 1a dimostrazione che qui otte-
niamo nel n. 2, poggiando su-d’un lemma gia di per sé interessante,
del quale poi facciamo numerose applicazioni; fra queste segna-
liamo solo la seguente proposizione, che ha anche 1’analoga per i
polinomi (n. 8):
.Data una serie di potenze

O2) = a,2 + a,2* + a,2® + ...,

priva del termine costante ed avente gli altvi coefficienti reali posi-
tivi, se . & I estremo inferiore dei rapporti

h

a, a, a,
a,’ ay’ a,

geeey

i valori reali assunti dalla ©(z) in corrispondenza a valori reali
negativi o complessi della z, interni al suo cerchio di convergenza
ed in modulo minori di v, risultano necessariamente negativi ed in
valor assoluto minori di wa,.

2. LeMMA. — Se ¢ coefficienti della (1) son reali e soddisfanno-
alle :

2) =0, =a,=..2a, >0,

per ogni valore, in modulo minor di 1, della variabile complessa z,
risulia : '

| KL —a)f2)] > 0 ().
Posto : '

(3) ay—a,=by. a,—ay=b,,... @, —a,=b,,, a,=b,,

donde segue:
n
a,=Z2b, (per »=0, 1., n—1, n),
=1

ed inoltre, in forza delle (2),
4) b,=0, b,>0,.., b,_,=0, b,>0,

(') Se { & un gualunque numero complesso, indichiamo con R(£) la sua
parte reale. Si rilevi, ¢id che ci servira nel seguito, che per |{|=<1 ri-

sulla R[1—L]==0, in quest’ ultima limitazione valendo il segno di ugua-
glicnza solo per §=1.
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si ottiene dalla (1):
fle)=b, +-b(t+2)+b(l+2+2%) +..4+b(14+2+. +27,

eppeitanto :
n

(5) (1 —2)f(e) = X b,(1—2"+),
r={)
Per |zl <1 risulta [27%1| <1 e quindi &[l—2""}>0; avuto
riguardo alle (4), la (5) mostra senz altro la verita del lemma, dal
quale si trae poi subito il teorema di KAKEYA enunciato al n. 1.

3. Il procedimento indicato al n.° precedente si pud estendere
agevolmente ad una serie di potenze:

(6) T(2) = @y + A2 + A2+ ...,

i cui coefficienti siano reali, positivi e costituiscano una succes-
sione non crescente, avente pertanto un limite ¢ Z=0. Posto:

a;—a,,=b;=0 (peri=0,1,2,..),
segue :
r+s—I1
A~ @y = = b,
i=r

e quindi, passando al limite per s — oo,

(7) _ a,—a-+ b (per r—0, 1, 2,...\,
i=r .

Se z & interno al cerchio di convengenza della (6), o & a >0,
oc

nel qual caso risulta di certo [#|~-1 e la serie z' converge asso-
0

lutamente, avendo per somma 1:(1-—2); oppure & a=0, ed allora
— in base alle (7) — non possono le b, esser tutte nulle. In ogni
caso dalle (6), (7) si trae la

fs <] o0
e)=a22 +3b(l+2z+..+2)
r=0 r=0
e da questa:

(1—2zp(g)=a+

<
i 43

b(1—z"t").
0

Infine, considerando la &[(1 —2)r(2)], si deduce in modo ovvio
che:

Nessuno degli zeri di una serie di potenze (6) a coefficienti reali
positivi e soddisfacenti alle

A8) ' Uy => Q)= Wy = ..oy



126 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

che sia interno al suo cerchio di comvergenza, pud risultare in mo-
dulo inferiore all’ unita.
Questa proposizione rientra nel seguente teorema generale (1):
Data una serie di potenze

(&) = cy + €,2 + €27 + ...

a coefficienti reali positivi qualsiansi, ed indicato con v I estremo
nferiore dei quozienti
C €

Ex’ ¢ e
nessuno zero della o(z) pud in pari tempo cadere all interno del suo
cerchio di convergenza ed all interno del cerehio ad esso concentrico
di raggio .

Per dimostrarlo, basta applicare 1'ultima proposizione alla
serie z(z) = o(uz), osservando che i suoi coefficienti

Ay = Cyy, U, ==Cy11y Ay == C1 ...

soddisfanno alle (8), in base appunto alla definizione di w.

4. Un teorema analogo al precedente sussiste per i polinomi.
e lo si dimostra in modo consimile, poggianto sul teorema di
Kaxeva. Poiche, inoltre, colla posizione z—1/7 1'equazione (1) si
muta nella
t, + @, L+ ..+ e+ q =

e le condizioni |{!<Ca,:a,_, equivalgono alle |z|>a,_,:a,, cosi
nel modo accennato risulta che:

Il modulo di ogni radice di un’equazione algebrica (1) a coeffi-
clenti veali positivi, dev esser compreso fra ¢l minimo ed il massinio
del quozienti :

A @ @y
“ @ a

2

o coincidere con uno di essi (3).

() Cfr. 8. Kaxeva, On the Zero Points of a Power Series with Posi-
tive Coefficients, « Tohoku Math. Journ.», t. 3 (1913), p. 23. Occorre perd
avvertire che il teorema (dato a p. 23) su cul si fonda la dimostrazione
di questo A., non ¢ vero senza eccezioni, come gia ha rilevato HURWITZ
nel caso dei polinomi e come risulteri dal n. 5.

(?) Cfr. 8. Kaxgva, . c. al n. 1: quivi il teorema suddetto & stabilito
direttamcnte, e poi da esso & dedotto come corollario guello che abbiamo
enunciato al n. 1. Il procedimento da noi seguito in-questo n.% trovasi
in A, Hurwitz, L c..
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5. 11 lemma del n. 2 pud venir completato, considerando anche.
il caso che sia |z|=1. Si ha allora {""!| =1, donde &[1 — 21| =0,
eppertanto la (5) fornisce : R[(1—2)f(z)] = 0. Affinché in quest'ul-
tima relazione valga il segno di uguaglianza, in base alle (4), (5)
dev’ esser R[1L—2z"*!=0, ossla, in forza della |z"*!|—=1 risultando
z"t1 =1, il valore di #z considerato dev’essere una radice (n + 1)"*
dell’ unita. Escluso il valore z=1, che manifestamente non sod-
disfa alla (1), sia me =11 esponente a cui appartiene la z: m &
un numero primo divisore di % + 1, e precisamente si abbia

N+ 1 =mm +1) ’ {con my' =0).

In tale ipotesi risulta:
per ¢ =0 (mod. n)
, per gli altri valori di 4,

&K1 — =]

onde affinche R|(L —2)f(z)] si annulli per |z =1, z=1, occorre e
basta che sia: ‘ )
b,=0 per ¢Z=0 (mod. m},

Quéste relazioni, in virti «lelle (3), equivalgono alle:

Ay =0, = . ==y, G =0, "= . ==y, 1yeeey

amm’ = a’mm’—l—l = e = a

se esse sono verificate (con m > 1 intero arbltrarlo), r equazmne (1)
si pud scrivere sotto la forma:

{9) f(Z) == (a() -+ amzw ot a/mn.’zmm,)(l +z .+ e b Zm—l) - 0’

e quindi ammette come soluzioni le m —1 radici m™° non uguali
ad 1 dell’ unitd. Si conclude col teorema di Hurwirz (1. c.):

17 equazione algebrica (1), avente coefficienti reali soddisfacenti
alle (2), ammelte qualche radice di modulo unitario solo quando i
suoi coefficienti si possono suddividere in gruppi di m > 1 consecu-
tivi uguali fra loro, per modo che sia:

(1’0 - al = e :,am"l Za’m :-am+l = a,Z/n,——l 2a2m = a2m+1 ERE

In tale ipotesi la (1) ha m — 1 soluzioni di modulo unitario, date
precisamente dalle radici mme diverse da 1 dell’ unitd, e non ne ha
altre se m & il massimo intero in corrispondenza al quale la suddz-
vistone mdzcata ¢ possibile.

L’ ultima parte (che non. trovasi in HURWITz) segue subito
dalla (9), ove si osservi che — nelle 1pote51 ammesse — l’equa-
zione algebrica g : :

Qo+ A0+ o+ @, A =0, - . -

man
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¢ quindi pure quella che da éssa si ottiene ponendo A==2", non
pud avere radici di modulo unitario.

Aggiungasi che una proposizione analoga sussiste per le serie
di potenze; lasciamo al lettore 1’ormai facile esfensione, che viene
a completare il primo teorema del n. 3.

6. Poggiando sul n.° precedente, proveremo ora che:
Data 1 equazione algebrica

(10) F(z) = — g — )2 — oo — Q2" + @, 2+
+ 0, 2T L+ a,2" =0 (con 0<<r<<n—1),

ove le a son numeri reali positivi soddisfacenti ai due gruppi di
limitaziond :

a.za Ze =0, =0 U, =0, = 2,

r—l1 ==
{di cui le prime o rispettivamente le seconde scompaiono per =0
o per r =mn — 1), la (10} non ammette radici diverse da 1 di modulo
wnitario, tranne il caso che le equazioni

W)=, + A @ 4+ (2 =0
(1) )=, )+ 0,2+ . 2" =0
soddisfino ambedue alle condizioni espresse dal teorema di HurwiTz,
in corrispondenza ad uno stesso valore dell intero m > 1.
Posto £ =1/z. dalle (10), {11) si trae:

Fiz 1
= = 10+ 4
ond'&:
1—2) )
.o a ;if ©) - DlZ) + (1 —2)}z).

Ma, per {z;==1 e quindi pure |{{=1, risulta (n. 5):
K1 — ] =0, KL —2p2) =0,
eppertanto, affinché con |z|==1, z3=1 si abbia F(2)== 0, debbono

contemporaneamente annullarsi Rf(1—C(C)] ed R[(1—z)i(z)]; da
gui, in base al n. b segue 1’asserto.

7. Presa un’equazione algebrica
(12) Gz = —¢y— €8 — . — €& + €, 2" 4

2 14
4+ 62 P 0,2 =0,
t
ove le ¢ siano numeri reali positivi, poniamo M =0 per yr—¢ o
=00 per ¥ =n — 1, indicando negli altri casi con M il massimo
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dei rapporti

& G Cr—1 .
puk IR - r >0
¢’ ¢’ e, ( > )
e con v il minimo dei rapporti
Cra1 Cras Cha
7 r " (r <n— 1).

cr+2’ cr+3.’ o Cn

Proveremo che:

Supposto M. < . (ipotesi che & sempre verificata per r—=0 o per
r=n — 1), ¢l modulo di nessuna radice reale negativa o complessa
della (12) puo esser compreso fra M e v (1)

Ammesso invero per assurdo che la (12} sia soddisfatta per un
valore reale negativo o complesso della z, il cui modulo ¢ verifichi
la doppia limitazione ’
(13) M<p<u,
possiamo assumere :

z=g¢z,, econ |g,|]=1, 2,71
Con cid la (12) diventa:
— g — @) — e — OB A QBT+ Q8T L 2, = 0,
ove si ponga @, =g¢'c; (per =0, 1,..., »); ma Y ultima relazione
risulta incompatibile col teorema del n. 6, essendo, in base alla (13)

ed alle definizioni di M, u,
l

p 2 Q) > s > gy Q) > g = 0 > G,

(Di questi due gruppi di limitazioni uno scompare per r=0 o
per r =% — 1, ma allora l’altro & sufficiente per poter conclu-
dere anche in tali casi nel modo voluto).

8. 11 teorema del n.° precedente si estende senza difficolta alle
serie. Ci limitiamo ad enunciare la proposizione che cosi si ottiene
per r=0.

(1) Ctfr. T. HAvASHI, On a Theorewn of Mr. Kakeya's, « Tokoku Math.
Journ. », t. 2 (1912), p. 215. Qui il suddetto teorema & enunciato solamente
per le radici complesse, e non vi & che un cenno di dimostrazione; un’altra
dimostrazione trovasi in HURWITZ, L. c., ma solo nel caso di r=n—1 e
per le radici complesse.

Va rilevato che un’equazione del tipo (12) non solo pud avere radiei
reali negative, necessariamente in modulo non interne all’intervallo M ™ p,
ma pud ammettere altresi qualche radice reale positiva interna a tale inter-
vallo ; basta p. es. considerare 1’ equazione cubica — 6 — 72 -+ 822 +- 22 =0,
avente le radici negative (— 5 = V/13)/2 ¢ la radice positiva 2, per la quale
risulta M =6/7 e p=3.
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Data la serie di potenze

0(2) = — )+ a2+ a,2° + az’ + ..,

ove le a sono reali positive, e detto v. ' estremo inferiore dei rap-
porti:
4, a, a,

a, ay a"’

nessuna radice reale negativa o complessa della 0(z) che cada dentro
4l suo cerchio di convergenza, pud in modulo essere inferiore a u.

Combinando questo teorema coll'ultimo del n. 3, si ottiene quello
enunciato alla fine del n. 1. Ed invero (n. 3), per nessun valore
reale negativo o complesso di #, interno al cerchio di convergenza
della serie ©O(z) ivi considerata ed in modulo minore di ¢, pud an-
nullarsi la serie:

O(z) )

T, = A A
o yuindi neppure si annulla la ©(z). Per nessuno dei suddetti va.
lori di z la ©(z) pud poi assumere un valore a,. reale e positivo,

poiché se no risulterebbe
H(2) = — a, + O(z) =0,
¢ si contraddirebbe il primo teorema di guesto n.°. Infine, se per
uno di quei valori di 2 la ©(z) assumesse un valore reale nega-
tivo — a,. con a, = uwd,, si avrebbe
o+ OF) =y + @, + a2+ 4,28 + .. =0,
contrariamente al teorema finale del n. 3 applicato a questa serie,
per la quale 1'estremo inferiore dei rapporti
G G &
3 Y sese
a,’ ay a
varrebbe ancora u.
Argomentazioni econsimili, poggiate sui teoremi dei n.td e 7,
provano che:
I valori reali che un polinowmio
@,z 4+ U,2° + .. + @, 8"

a coefficienti veali positivi, assume in corrispondenza a valovi veali
negativi o conmplessi della z, che in modulo siano inferiori al wii-
nimo u. dei rapporvti

a, a, s

i . (‘27 [1”3’“.’ Q’u ’

risullano necessariamente negativi ed in valor assoluto minori di va,.



