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Studio di una corrispondenza fra due coniche.
Nota di Piero BuzaWo (a Torino).

Sunto. - Un invariante proiettivo differenziale simultaneo di due curve 
piane mi conduce alla considerazione di una corrispondenza fra le due 
curve: studio questa corrispondenza nel caso in cui le due curve sono 
coniche e la caratterizzo geometricamente.

ogni coppia di elementi del 2° ordine, appartenenti rispetti
vamente a due curve piane e non rette, è connesso un in-
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variante proiettivo I (/) che nel caso più generale fu considerato 
per la prima volta da C. Bouton (*). Ove si indichino con :

yi = yi(xi); yt = y^xt)

le equazioni di Yi e y2 (3) esso assume la seguente espressióne:

j  y"{x■) foto)—?Ato) ~ Stolto - xi)]3
~ y/'to) foto) — !/>(« 1) - ///tolto - «1)1 ’

In generale I non sarà costante quando xl e x2 variano in 
modo qualunque e quindi due coppie di elementi del 2° ordine, 
i quali appartengano F uno a e F altro a , non saranno in 
generale proiettive fra loro : perchè lo siano, occorre e basta che 
gli elementi che le compongono siano omologhi nella corrispon
denza (fra Yj e y?) ài equazione:

y/'to) foto) -y.to) - s/»'to)to — «1)? c
y/'to) ir/rto) — r/.to) — ///<«> to- — «Jl

(c costante; variabili x19 x2).
Se eccezionalmente quest’equazióne è identica, non è più de

terminata alcuna corrispondenza e due coppie di elementi del 
2° ordine sono sempre proiettive fra loro. z-

II Bouton nel lavoro citato dimostra che, quando e y2 coinci
dono, cioè quando i due elementi del 2° ordine appartengono ad 
una medesima curva, se I ha sempre lo stesso valore qualunque sia 
la coppia di elementi che si considera, la curva è una conica. In 
tal caso la (*) si riduce a c — — 1 e non determina più la corri
spondenza. Ora, data la natura infinitesimale della questione, si 
può presumere che non vi siano altre eccezioni, vale a dire che

(4) Il computo dei parametri non lascia prevedere questo risultato 
poiché una coppia di elementi del 2° ordine dipende, come un’ omografia 
piana, da 8 parametri. '

(2) Charles Bouton, « Bull. Àmer. Math. Soc. », 4 (1898), p. 313. Questo 
invariante era però già stato considerato, come invariante di contatto, nel 
caso particolare di una coppia di elementi del 2° ordine fra loro tangenti 
(cfr. GL BULINI et E. Cech, Introduction à la géométrie projective diffé
rentielle des surfaces. Çhap. II, 7).

(3) Indico rispettivamente con aq, yi e y.> le coordinate correnti 
su Yi S Y2, Pur intendendo di aver riferito le due curvè^ad uno stesso 
sistema cartesiano o proiettivo. Inoltre supporrò adirittura che Yi 0 
siano curve analitiche.
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quando 7, 6 7z 8ono distinto, la ooirispondenza sia sempre de
terminata (’).

Voglio qui soffermarmi sullo studio della corrispondenza rap
presentata dalla (*) nel caso in cui le curve fl e y, sono due co
niche (distinte). Se esse hanno le seguenti equazioni:

Ti) y) = allxi-t-2alixy ^a^y*-t-2ai3x + 2ai3y f-aM = 0
Tï) g(x> y) = 4- 2bitxy 4- btiy* 4- 2b,je 4- 2bì3y 4-bzz —0

di cui indichiamo i discriminanti rispettivamente con A e B, si

t1) Infatti lo si può verificare nel seguente modo. Posto nella (*) Xg—xt-t-h, 
sviluppando in serie di potenze h si ha :

e, supposte distinte le due curve, cioè t/2(stq)— )/i(^i) 0 si ha ancora:

y/'fo)[1 — 3 yg'fo)—-yi'fa) h 
Vì'lXi) 4-3/2"'(æ1)fe 4-... L ys(xi) — 1ldxi)

Noi vogliamo escludere che questa siq un’identità in h : se lo fosse si 
dovrebbe avere in particolare :

(X-i-

yì!
e vT = __3.

3//' 3/2 —3/1 ’

ma dalla la, non potendo essere e —0, si ricava: y.2 = -y1-4-aaqH-ß, dove 
a e ß sono costanti arbitrarie, e sostituendo nella 2a questo valore di y.2 e 
riducendo a forma intera si ottiene :

1__ 7»
(3/13/1"' -+- 33/i'3/i") -+- (513/1'" 33/1 ")»-+- 3/i'"ß = 0

la quale è una relazione lineare a coefficienti costanti fra 3 funzioni di aq : 
dovrebbe quindi essere nullo il loro Wronskiano, vale a dire, come si vede 
facilmente, dovrebbe essere verificata l’equazione :

93/i"3/v — 4« 40tq'"3 = 0

la quale, come è notò, esprime che fi è una conica. Lo stesso si potrebbe 
dire per y2.

Dunque eventuali eccezioni si potrebbero avere solo se le due curve 
sono coniche : ma in tal caso che la corrispondenza sia sempre determinata 
(se le 2 coniche sono distinte) risulta dallo studio della corrispondenza 
stessa fatto qui in seguito.
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ottiene:

yY'=_ t* =__~*~ai3 . / 4-6]3
A/ tti2^i4~^22^/i~+~^235 2 ^ìì^2 bityt-±-biZ’

e, derivandò queste, con facile calcolo :

(auæi ~+~ cr„r/) 4- a23)3 ’ (bl2xt 4- 6ì2t/2 4- 6t '

Sostituendo questi valori nell’ equazione (*) della corrispondenza, 
essa diventa:

F _ 6nM24-6)à4-b,z - *
A /òl2x2 ^btiyt+bt,\3 y> + &nx24- bttyt+bt3 '* ~ x‘ì __

v» i/i 4 I «r» ■ «r 1117 i/1 a1A+»««/i+»IÌ ‘'J
òioè:

B L3 ~c’ 
avendo posto :

AI — — (&nx22 4- 2bitxtyt 4- &22i/22 4- òJ3a:, 4- &23t/2) 4-
4- b„x,x2 -+- b„(as,N, 4- x2U,) 4* btty,yt 4- b13xt 4- 6^. 

vale a dire (tenuto presente che xt e y2 soddisfano l’equazione di y2):

M= ftnXjXj4- blt(ajjj/j 4- ay/J 4- b22^,à -+-b.^x, 4-xt) 4- &23(jfi 4-à) 4- b33, 
e analogamente

L — a„x,x2 4- a„(x,N, 4- xtyt) 4- 4-a13(x1 4- x2) 4- a33l«/i 4- yt) 4- a33.
■\3/~B

Quest’ equazione si scinde in tre che, posto X = w \/ c jp (dove 

<o è una qualunque delle radici cubiche dell’unità), assumono la 
seguente forma :

(Xau 4- b,,)x,x2 4- (>«,2 4- b,2Xx,z/2 4- xtyt) 4- (Xa2t 4- btt)yxyt 4- 
4- (Àaj 3 4- b13)(x, 4- x2) 4- (Xa2 3 4- &„)(«/, 4- yt} 4 ka33 4- ò33 = 0.

Questa è l’equazione della corrispondenza: essa dice che sr (à- 
rispondono quei punti (XjvJ e (x2yt) di e 7r? 1 quali sono coniugati 
rispetto alla conica y0 di equazione -.

W> >) *-gfo 2/) — ° 
appartenente al fascio di yr e y2. Vale a dire: ad ogni punto di 7, 
(di y?) corrispondono su y2 (su yj le due intersezioni con la sua 
polare rispetto a y0. La corrispondenza fra y, s 7, è dunque uba 
corrispondenza algebrica (2, 2).
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Per caratterizzarla geometricamente in modo coiùpleto farò 
ancora vedere qual’è il legame ,fra il valore c dell’invariante e 
la posizione della conica y0 nel fascio considerato, dimostrando 
che il prodotto dei tre birapporti formati da y15 Yo con cia
scuna delle tre coniche degeneri del loro fascio è uguale a —c. Detti 
infatti t1? t2, t3 questi birapporti e detti pq, tx2, p.3 i tre valori del 
parametro corrispondenti alle coniche degeneri, si ha :

X3
T1T2T3 — (0, \ H-l)(0, OO, X, oo, X, tj.a) — —— ,

^ik^r^r ,
ma , tz2, tx3 sono radici dell’ equazione di 8° grado :

I fxars 4- brs I == Ap3 4- P|x8 4- Qp B = 0
B ASl~B

e quindi si ha: P4ku2ku3 = — ; d’altra parte si era posto X = w \ f c

e quindi tenendo conto di questi valori si ottiene :

t1V3 —— c,

la quale, come si voleva dimostrare, data y0 definisce geometrica
mente il corrispondente valore di c.

Infine segnalerò ancora i seguenti casi particolari notevoli.
Se è c = 0 e quindi X — 0, la conica y0 coincide con yt e si ha 

la ben nota corrispondenza algebrica (2, 2) ottenuta associando a 
ogni punto di Yi i due punti di contatto delle tangenti condotte 
da esso alla conica Analogamente per c = oc, scambiate fra loro 
Vi e Va-

Se poi la conica Yo è una conica degenere del fascio individuato 
da Yi e e precisamente degenere in una coppia di rette distinte, 
le coppie di punti di y? che corrispondono ai punti di Yi variano 
in un’involuzione J2, e così pure le coppie di punti di Yi che cor
rispondono ai punti di variano in un’ involuzione : anzi si 
vede facilmente che ai due punti di una coppia di Jì (di J2) corri
sponde una medesima coppia di J2 (di e quindi la corrispon
denza si può considerare come una corrispondenza (1, 1) fra le 
coppie delle due involuzioni e J2.

Se infine la conica v0 degenera in una coppia di rette coinci
denti (per il che occorre che Yi e y2 siano bitangenti o abbiano con
tatto quadripunto) ai punti di (di y2) corrispondono due punti 
fissi di y2 (di yj: la corrispondenza è degenere. Ma in questo caso, 
in cui Yi e Ï2 8ono bitangenti oppure hanno contatto quadripunto, 
anche se Yo non ® degenere, la corrispondenza è di tipo particolare 
poiché è sempre riducibile a corrispondenze proiettive. Per vederlo 



piccole note 85

basta assumere rispettivamente, per y, e y2, secondo che sono bitan- 
genti o hanno contatto quadripunto, le seguenti equazioni :

1 Tl) y = I Y1) y = x-
I Yì) y = hx2’ { Y,) t/ = œ'+h

e si trova facilmente che F equazione della corrispondenza si spezza 
rispettivamente in equazioni del tipo :

— = cost. ; — x, = cost.xì 2 1
che rappresentano appunto corrispondenze proiettive.


