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PICCOLE NOTE 77

Su una classe particolare di superficie rigate.
Nota di Luigi Conte (a Cagliari).

Sunto« - L’A. determina le superficie rigate per le quali esiste una rela
zione lineare a coefficienti costanti tra r, s, t, generalizzando così un 
risultato del Chiellini relativo alle rigate armoniche (r-+-t = O).

1. Esistono superficie rigate che, rispetto ad un determinato 
sistema cartesiano, soddisfino alla relazione :

(a) r -+- 2|xs = O (x) ? (tx, v costanti).

Il problema per |x == 0, v = 1 è stato risoluto dal Chiellini (*), 
il quale è arrivato al risultato che « tutte e sole le superficie rigate 
armoniche sono il piano, un paraboloide iperbolico> (coll’asse parai- 
telo all’asse delle z) (3), l’elicoide rigato ad area minima ed ogni 
loro combinazione lineare ».

(4) Kella (x) alla r abbiamo dato per coefficiente 1 invece d’una costante 
qualunque X ; ciò equivale evidentemente a supporre detto coefficiente 4= 0 
e può sempre raggiungersi mediante una sostituzione lineare variabile x, y.

(2) Vedi « Bollettino Unione Matematica Italiana », n. 4, ottobre 1932.
(3) Colgo l’occasione per precisare, secondo quanto mi fa osservare il 

prof. B. Levi, che bisogna dire: « paraboloide iperbolico (cos’asse paral
lelo all’asse delle z) avente fra loro ortogonali le giaciture delle rette im" 
proprie » - A. Chiellini.
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2à Consideriamo una rigata qualunque rappresentata par ame
tricamente da :

f(x, t) == mx 4- a — y

Q (x, z, t) = nx 4- b — 2 = 0

ove m, n, a, b sono funzioni del parametro t finite e continue colle 
derivate prime e seconde nell’intervallo che si considera; poiché 
il problema ha senso soltanto per superficie che non siano cilindri 
a generatrici parallele all’asse s, si deve supporre

(2) m'x 4- «'4=0.

Osserviamo che nelle (1) i coefficienti rispettivi della y e della z 
li abbiamo posti uguali ad 1, e questo è sempre possibile giacché, 
sempre per l’esclusione dei cilindri a generatrici parallele all’asse 
delle s, si può sempre supporre, previa una sostituzione lineare 
sulle variabili x, y, che il piano passante per la generatrice gene
rica della superficie e parallelo all’asse delle z nç>n sia parallelo 
all’asse delle y.

Con semplici calcoli che si possono vedere nella citata Nota si 
ottiene :

(3)

— 2mrì m\n"x4- b") m(n'x4- b )12m'(m'x4-a') — m(m"x 4-a")| 
m'x 4- a' (m'x 4- a')2 H (m'x 4- a')3

n' m(n"x 4-6") (n'x-+-b')\—m'(m'x +a')+^(m"x+ä")\
m'x4- a' (m'x4-à')2 "+" (m'x+-a')3

n"x 4- b" (n'x 4- b')(m''x 4- a")
(m'x-ì-a')* \ (m'x+-a')3

Sostituendo nella condizione (a), otteniamo un’equazione di se
condo grado in x che deve naturalmente ridursi ad un’identità.

Posto :
(4) k — m2 — 2mm 4- v; k' ~ 2(m — p.),

dovrà perciò essere :

1 k>(m'n"— m"n') = 0
(5) J k[(b'm"—b"m') 4- (à'n"-oW')] =. k'm'(b'm'— a'n')

[ k(a'b"—a"b') 4- k'a'(b'm' — a,'n') = 0.

3. Distinguiamo due casi a seconda che m è o non costante.
Se m è una costante (che non annulli k) dovendo per la (2) 

essere a' 4= 0, potremo per semplicità assumere a come parametro r 
onde le (5) diventano :
(Ö) - n"= 0, kb"—k'n’
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e danno 

n = nxd-^-n%\ b = a* -+- bLa -+- b^ (nn nì? ò1? 62 costanti). 

Sostituendo in (1) ed eliminando il parametro a otteniamo la 
superficie: 

... mnì(mk'--2k) , &X , n^k—mk')
(7) « =-----à-—--------

che è un paraboloide coll’asse parallele all’asse delle s. 
Se k — 0 ha radici reali pj e p2 e per valore costante di m pren

diamo pf le (5) diventano (per p, =|= p,) 

0 

cioè insieme con m è costante anche n, e, posto b = f(a), funzione 
arbitraria del parametro a, otteniamo le rigate

(8) ' 0 = HiC 4- f(y— p.M).

Se fosse p, = p2 = p ed assumessimo per m il valore costante p, 
le (5) sarebbero identicamente verificate e tutte le rigate 

y == pic -+- a, — A(er)a: -+- f(a) 
e cioè

» = aà - p») -+- f(y — pœ) 

Verificherebberò la (a). Sono conoidi a piano direttore parallelo 
all’asse s in cui (8) rientra come caso particolare.

4. Se la m non è costante, assumiamola come parametro e così 
le (5) diventano :

riL= 0 ; k(b" — ri'ri) k (b' — riri) = 0
(9) k(rib" — ri’b') k'ri(b' — a'ri = 0)

onde
n — nM 4- nt

e
//A 7 _ sà ì

« — 0, + 6 — bJ-+- o2

oppure
ò' = »ja', b = na -+- b2, (n,, «i, b,, costanti).

A seconda che è A — — v) 0 (’), F integraiej^^ equivale a

1 v k' — VÄ 2 , ■ fc'
— log . ,------ arctg . ~ *Va ä'h-Va V —a . V — a

(t) Studieremo a parte il caso A == 0.
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y — at
Sostituendo in (1) ed eliminando il parametro m — otte

niamo le superfici
b, 2(y — «r) — (2tx -+- -4- aj

(10) 0 = ».(ÿ - a,) 4- 4-6,+ ÿ=l°g^-TOî) _ (2fx - VÄ)(a! 4- a,)

. 2d, , Äy — a») — W -4- a,)
(11) s — n\y — a2) 4- 4- d. 4- -7= arctS .—7, r

2 y A V — 4- a,)

la quale ultima ove si ponga = w2 — ö2 = 0 è una deformata 
affilie dell’ elicoide rigato di area minima a piano direttore paral
lelo al piano xy.

Se fosse b = nxa 4- 62 si ottiene il piano
s — N2M 4- -L b,.

5. Se A 0 si ha
Ç bm__f dm______ 1___’

J T" J(m — ~~ m p
e, sostituendo si ottiene il paraboloide non più ad asse parallelo 
dell’asse s,
(12) [n^y — a2) 4- -r2M — z] [(y — a2) — p(x 4- aj] 4- bjx 4- a,) = 0.

Concludendo possiamo dire : Tutte e sole le superficie rigate che sod
disfano alla condizione (a) sono il piano, un paraboloide (7) (coll’ asse 
parallelo alV asse delle z) ; inoltre, a seconda che A è <0 o >0 
ovvero = 0, una deformata affine dell’ elicoide rigato ad area mi
nima (a piano direttore parallelo al piano xy); 0 una superficie 
della forma

z — log (2y — (2u 4- V A)æ 4- cj — log (2y — (2jx — V A)n 4- c2) 

ovvero un paraboloide (12) ; e se A > 0 una classe di conoidi a piano 
direttore parallelo alV asse z; infine ogni combinazione lineare delle 
predette superfici.


