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Sopra equazioni integral'i di nueleo x — v.

Nota di GiusePPE Usal (a Catania).

Sunto. - Vien data una nuova dimostrazione di un teorema dell’ Autore
con riferimento ad uwa teoria della sig.* EpiTTa PINI: seguono poi
considerazioni e applicazioni pratiche.

1. In una mia Nota (*) ho dimostrato che se ¢(x) & soluzione della:

() @ =) =N — yriy

ove A sia costante e se f(0)=0, I etjuazione:

@ @) = 4 = — gty

ha per soluzione : ‘ -
Yler) = ¢'().

Nei riguardi.di questo Teorema.intex}’dé ora esporre una nuova
- dimostrazione semplice ed immediata insieme ad alcune conside-
razioni alle quali sono pervenuto leggendo due interessanti Note

{!) G1userrE Usal, Sulle soluzioni in fermini finiti di equazioni inte.
grali col nucleo x —y. « Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo », 1921,
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della sig.® Epirtra PINI la quale ha fatto Qggetto di studio (*) le -
equazioni integrali della forma: '
x -

- fl@) = 4l@) —fiale) — aty)leis)dy.

.2, Secondo la teoria svolta dalla Pini, la soluzione della equa-
- zione (1) pud mettersi nella forma:

3) Ux) = floe) + 2

“ove z & la soluzione della equazione differenziale del secondo

ordine :
s

' z
) fo)="%—2
verificante le: i :

20)=0, 2 (0)=0.

Per la stessa teoria, I’equazione (2) & soddisfatta dalla :

5) Yoy =f'(or) + ¢
essendo £ la soluzione della:
- , tl/
per cui: .
t0)=0, ¥0)=0."
Ora derivando la (4) abbiamo :
=5+

e dal confronto colla (6) si deduce z'—{ risultato che mette d’ac-
cordo le condizioni:

H0; =0, #(0)=0
" rispettivamente colle :
: 2(0)=0, 2"(0)=0
quest’ ultima avendosi dalla (4) per le ipotesi fatte:
20)=0, f(0)=0.
Stabilito cid la (5) diventa: o
o) = (%) + 2’

(') Epirta Pix1, Sopra unda classe di equazioni integrali. « Bollettino
Unione Matematica Italiana », 15 aprile 1931, Bologna; Amcora su cerfe
equazioni integrali. « Bollettino Unione Matematica Italiana ». Bologna,
15 giugno 1931,
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e. per la (3) risulta:

3. Questo Teorema & un caso particolare del seguente:
Se ¢(x). @ soluzione della equazione integrale :

x
fla) = ¢lz) — (e, y)sty)dy
0 :
e se f(0)=0, I’equazione:
X
[(@) = Y(@) — Mk, y)by)dy
.8
ha per soluzione:
@) = ¢'@)
purché il nucleo k soddisfi I’equazione a derivate parziali:

ok Ok _,
oy

ossia quando risulti k(x, y) = ®(x — y) essendo ¢ funzione arbitraria.
La dimostrazione trovasi in una mia Nota precedente (%).

4. In tale Nota ho dato anche della equazione integrale:

fla) = glx) — xof(x — yY)ly)dy

la soluzione nella forma:.
@ 9@) = f(2) + Vf(y) senh Vi — y)dy
0

. g . . . -V : +
e questa si presenta comoda e rapida in molfe applicazioni. Cosi

nel caso della equazione:
% -

fl) = o)l — Yely)dy

essendo ora A — —1 si” avrd :
x
9l@) = f(x) + iff(y) senh i@ — y)dy
0

e poiche come & noto senh (iz) =1 sen z potremo scrivere:

x

o) = [ () —0 [f(y) sen (@ — y)dy = f(z) +/f(y) sen (y — z)dy’
. . Q

(!) GruseppE Usar, Processi riduttivi su equaziont integrdh’. « Rendi-~
conti Istituto Lombardo di Scienze e Lettere », Milano 1921.
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Soluzione che coincide con quella trovata mediante il suo me-
todo dalla sig.* Pin1. »

5. Per ultimo si pud vedere come 1’ uso della (7) sia vantaggioso
per la risoluzione in termini finiti di certe equagioni integrali.
Consideriamo ad esempio quelle della Iorma:

ax

(8) 1— = gfa) — Mf(a: —y)py)dy (> intero e positivo)
§ .

e risolviamola prima di tutto col metodo delle approssimazioni
successive. Ponendo all’uopo:

o) = 1)

troviamo :
. gt
@) =1, ¢fx)=— W% Pal) = 97

,

ed in generale:
' angin

Panl®) = Bl n, 0,1,2 3,..
1 Cgnageting | N
Pansi(®) = — ot n= 0,1,2 3.

Sl potra quindi scrivere :
“h1x2h uhaxa l 2ha'
?(“7) Z E (m + 2h)!
h-
- ossia:

’ o 20 hogeot 2 |
= farg) — ST X
©) (@) = cosh (Ve é T
La serie in sommatorio & sempre ‘convergente, giacché facendo
il rapporto tra i coefficienti di axt2¢ o di x1+2”+2 trovmmo

(oc+2n+1)(a+2n+2)
: [ 1- 20 -

espressione che per n'—oco ha 'per‘ liinite Pinfinito é'qﬁeﬁto ﬁmite
per an noto Teorema di HAPAMARD rappresenta il raggio di coln-
vergenza. Potremo quindi considerare la (9) quale soluzione offet-

- tiva della (8): tale soluzione & perd in forma di serle . ‘,‘: i
Usando invece la formula (7) troviamo: SRR /
: . e

(w} = 1 —xr + Y udf(l — y#) senh Vaz (:c - y)dy
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e successivamente : ,
o ® .
—[—cosh Vaz(x — y|* _r _
glary=1—a* + Vas ._.—::_(fc_._kf! _\/““/!/“'senh Var(
Var 0 . X
0 y)dy
e quindi:

. ,
gla) = cosh (Verw) — &x — V/axfy* senh Var (z — y)dy
i .
Eseguendo « integrazioni successive per parti troviamo:
Per « pari:

(10) 9(@) = cosh (Varw) —
{ a(2—2) .
a! — i o2agh % 2 gu—2
— o [eosh (V@) —1 — =g — i — = o
«? .
~ Per « dispari :
(11) 9(x) = cosh (V arw) —
‘ { 32 C (12)
x! v g o o8 % 2 ga-?
— — ; 2 2=
5 sonh (Ver) = e — g = (x__‘:z)!l
o i .

Abbiamo in tal modo la soluzione della (8) in termini finiti.
Per unicith poi delle soluzioni nelle equazioni integrali ne viene
che le somme (10) e (11) devono rappresentare il valore della serie (9).

Si pud avere di questo fatto una bella conferma algebrica.
Osserviamo perciod :

el
illahama@h ol mma(h'§)x102h
(x+2m)1 — A 2. (x+2R)1T

h=-0 - h=
L2 h=0
e da qui se « & pari:
Px -
ac(h—&-w) ’
al i N 2/ pri2h al i ah 2
2% (x+2h)! 23 @Ry T
=0 )!
2 5 ., @
a% o4 h—'2'

. }_! [i a2k o2k gaghwgh -
R = XCO I =0 B

3

ot ' ” a{n—2)
= ; OOSh(\/;’;x)—l-gai_“‘_ o 2 x%—? )
«? 2 =2 ]
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Se « & dispari:

+2 g(_2h+])
q! hiod Ota( 2 )x142h a! had o 2 x2h+1
«_“—Thzo @+2mt — e @h+1)T —
2 "= B i
% ) &% )
(@R + 1) a3 4@n+1y
al! ia 2 p2ht Za 2 gt
— T [ \ =
= R L - N |
a a{a—2)
at 3 « 2 ga-?
.|senh \/ot"x)— 20 — ...— ——-_—_._}
= x—2)!
o ‘

. Abbiamo cosl trovato espressioni che sono in perfetto accordo
con le.(10) e (11). ‘



