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PICCOLE NÒTE

Sulla natura analitica Si una classe di funzioni definite da serie 
di potenze convergenti sulla circonferenza di convergenza.

Nota di B. Levi (a Bologna).

Sunto« - Mediante Is analisi della diramazione della funzione di cui un 

ramo è espresso dalla serie -, si mostra che detta funzione non

è razionalmente esprimibile mediante le trascendenti elementari.,

Nel « Bollettino dell’U. M. I. », 15 dicembre 1932rpag. 303, è stato 
proposto di dimostrare elementarmente che\la funzione analitica 
rappresentata, nel cerchio jìi raggio 1, dalla serie

Sxn
n2 -i-1

non è funzione razionale di x e di trascendenti elementari.
Il problema si inquadrar bene in quello più generale di preci­

sare la natura analitica delle funzioni rappresentate, nel cerchio 
di raggio 1, da

f(x; k, h) — (fc>2 intero, h qualunque),
rr—1

Da quanto si dirà si vede pure che si potrebbe anche generaliz­
zare ulteriormente ponendo, per es., per denominatore una più gene­
rale funzione razionale intera di n, ma senza vantaggi essenziali.

1. Si ha immediatamente

j,_ iti 'n
dx\

dx dx f~xdxsf+ xdx

k dt_ 
x dxK f+ 2 .

1 nk 
dxk 1 ’ x dx' nkh
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I coefficienti del primo membro dell’ultima relazione sono nu­
meri interi che si calcolano facilmente in modo ricorrente, ma che 
qui non interessano : indicandoli con

k(k — 1) .
O/hl '— “ •** > ®kh — 1 L

quest’ultima relazione può scriversi

xkf^ 4- aft 4- ... 4- akh^xr= X xn — hf,

ossia

xkf™ 4- 4- ... 4- 4- hf= - — - 

onde si vede che le funzioni considerate soddisfano ad una classe 
di equazioni differenziali lineari di tipo assai semplice (*).

Vogliamo però studiare le funzioni in questione partendo diret- 
tamente dalle serie che le definiscono.

2. Conviene incominciare dal caso h~ 0. Poniamo

(k> 2 intero).

Si ha

°° xn= S — = — loS (1 — »)•

per k>3

n=l

Quindi

per kZ> 3

1 — x) 
x

Le espressioni dei secondi membri definiscono le funzioni 
non soltanto entro il cerchio di convergenza delle serie che hanno 

, . ’ ■. ■ ' ■ ... ■ , < .

(A) La riducibilità delle equazioni di questo tipo (con secondo membro 
funzione qualunque della x) alle quadrature è nota. V. p. es. Frenet, 
Recueil d'exercices etc. (5© à, 1891, pagg. 267 e 343 44) oppure Dienger, 
Die Differential-und Integralrechnung, Bd. 2, (3a ed., 1868), pagg. 100 e 128. 



PICCOLE NOTE 3

servito alla prima definizione, ma in tutto il campo di esistenza, il 
quale si estende a tutto il piano: si vede da esse che non ha 
punti singolari altrove che per

M — 0, 1, co.

In particolare quindi sulla circonferenza di raggio 1, di con- 

vergenza della serie questa ha il solo punto singolare x = l.

Z. Integrando per parti si ha

o2(æ) = — log x log (1 — x) — dx,
y

x
<fh{x) — log Xf^x) — f log X. 'i'K_x(x)dx —

Ô

= log —1 ~ g X à (fc>3) ;
0

nell’ultimo [ , per k~3 si deve intendere y}(x) — -<log(l — æ). 
Facendo, nella seconda uguaglianza, k~ 3 e sostituendo a <p2 e ®j 
i loro valori, quindi integrando ancora per parti, si ottiene

z x flog X , flog N log it—x) ,= — log2 x log (1 — x) — logxj j-,— dx -4-1--------- - --------- dx
*0 0
x x

1 , , , x 1 f log2 Æ , f log M ,
= — 2 log2 05 log (1 — x) ■+■ 2 — log xf j—dx.

b b

Analogamente si ottiene una espressione per <p4(scj e così di se­
guito. Si ottiene F espressione generale di <pÂ(æ) per induzione com­
pleta ; essa è della forma

1 i=1c~- f log' M?/.(«) — — log*-1 or log (i — ac) 4- a», log*-*-1 as j dx,

dove i coefficienti aki si determinano agevolmente per ricorrenza, 
ma a noi non interessano. Se invero si suppone che la forinola 
sia già dimostrata per i valori k—1 e k— 2 dell’indice k, si ha,
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sostituendo nella forinola generale precedente,

1 _ flog'æ
?*(«) — ~(fcZZ2Ï!lo^~la:log(l — «)-*- S «*-ulog* "2/ 1-^à

' ‘ *=1 o

1 Hog4--’« *=^73 flogk'",_2x slog' x ,
x log(l— x}dx— £ °*-m/ a; dx f fZZ^d

0 t-1 0 0

= [- sàs! + (fcZZ3)hfc=ì’)l 10g^‘ *10g + ,

. V1 f ak—ii \, tM_] / log' ML la»-.. - ï^—ï) log‘ 'xjr=~xdx
i=l o

rìog^x
■+• aA_! 4_t log a- l a. à

b
1? q æ

+ f_____J_____ _ y
\(fc — 3)! (fc — 1) A L—r—1/,/ 1 — «

espressione che ha precisamente la forma enunciata.
Se, in base a questa espressione di <pA(sc), noi cerchiamo l’ef­

fetto di una circolazione attorno al punto $c=l, vediamo (*) che, se 
il circuito è abbastanza stretto da non comprendere il punto ìc = 0, 
i termini nella 2 danno luogo ad un incremento nullo, mentre il 
primo termine.dà luogo all’incremento

— (fc —l)!10g a5°’

(Xq essendo il punto in cui si chiude i| circuito).
La superficie^ di Riemann della funzione ®A($c) ha quindi infi­

niti fogli : su uno di questi fogli, c^(0) — 0 (e cç>fe(æ) non dirama) ; 
invece sugli altri fogli <pft(0) = oo (e si potrebbe mostrare che yh(x) 
vi dirama). Queste proprietà non possono appartenere aduna fun­
zione razionale di x, e delle trascendenti elementari.

4. Consideriamo ora la più generale funzione f(x ; fc, h). 
Essendo

1 _ ! Z h { h2 h* \
nk h- h nK \ nk n2h nik /

(*) Per es. effettuando le integrazioni per serie dopo aver assunto come 
variabile d’integrazione s" 1 — ir.
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si può scrivere ~
fix-, k, h} — <p*(x) — hyih(x) -t- h-^x) —.

Non occorrono preoccupazioni intorno alla convergenza perchè, 
per assicurarla, basta sopprimere eventualmente in tutte le fun­
zioni considerate i termini corrispondenti ai primi valori di n, e 
cioè alterarle per una funzione razionale (intera).

Una circolazione intorno al punto 1 dà quindi ad f(x; k, h) 
l’incremento

— 2 iti log*"1 x0 ((fc2i j ; ~ (2fc—1)! h log* x°+ (3fc—1)1{h log* xof

La serie in parentesi è una funzione intera di
k __

h log* x0 — log* xov'h.
M |Qg æ j|_

17 ipotesi k > 1 esclude che tale funzione possa essere e 0 = —~h : 

si tratta dunque di una trascendènte non elementare rispetto alla 
variabile x0. (Nel caso più semplice di k ==2 si tratta della funzione 

sen log2 x^ 

log2 x,yh

Basta ciò per escludere che f(x; k, h) sia esprimibile razional­
mente mediante la variabile E e le trascendenti elementari.

D’altronde possono ripetersi per la funzione f(x; k, h) osserva­
zioni, intorno alla conformazione della corrispondente superficie 
di Riemann, analoghe a quelle del n.° prec. per la funzione Dz(n).


