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Anecora sul Teorema di Pieard per le funzioni analitiche
e sue generalizzazioni.

Nota di Lupovico GEyMoNAT (a Torino).

Santo. - Si risponde ad una obiezione del prof. G. VIVANTI circa alcuni
corollari del Teorema di Picard, e se ne generalizza uno riguardante
la funzione somma di due trascendenti intere ciascuna delle quali eviia
un valore finito. Si danno in seguito aleune generalizzazioni del Teo-
rema di Landaw e del Teorema di Schottky sulle funzioni amalitiche.

{. 11 prof. G. VIvANTI, interessandosi gentilmente di una mia
Nota, Un’osservazione sul Teorema di Picard per le funzioni ana-
litiche (%), ha osservato (%)) che, affinche la (1) di tale mia Nota non
sia una funzione razionale, bisogna aggiungere alle condizioni da
me enunciate la seguente: che essa (1) non tenda ad 1 quando x
tende ad infinito, e cio® z(x): y(x), se & una funzione razionale, non
tenda a zero quando x tende ad infinito.

Mentre ringrazio vivamente il prof. Vivanri della sua esattis-
sima osservazione, noto che la nuova condizione trovasi verificata

{*) « Bollettino dell’ Unione Matematica Italiana », 1932, pag. 160.
(%) « Bollettino dell’ Unione Matematica Italiana », 1932, pag. 200. '
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in tutti gli esempi da me in quella Nota citati, onde men deve
venir corretto I’ enunciato di nessuno di essi (*).

Colgo I’ occasione per osservare che la c) del § 1 della mia Nota
- pud. venire, con ragionamenlo analogo a quello seguito in tale
Nota, generalizzata nel modo seguente.: « Date due funzioni in-
-tere y(x) e z(x), delle quali 1’una non & combinazione lineare del-
I altra; se, per x finito, la #(x) evita il valore a, la z(z) il valore B,
essendo « e § due numeri finiti, eguali o diversi fra loro, allora la
funzione y(x) + kz(x), ove k d una costante diversa da zero, prende
in infiniti punti del plano x il valore « -+ kB8 ™>.

Quando si conoscano due funzioni soddisfacenti alle condizioni
~ ora enunciate con x==8, la nostrd proposizione ci permette di
fabbricare, dato un valore i finito arbifrario, una funzione . t{ra-
scendente intera, della quale, pur non sapendosi se evita qualche
* valore, si sa che certamente assume, per infiniti valorl finiti di a,-
11 valore ). ‘

2, Sempre nello stesso ordine di 1dee poss1amo dimostrare
quanto segue:
« Data una funzione mtera

fl@) =a, +a,x + ...,
e data una trascendente intera che evita il valore zero:
#e) =b, +bx + ..;

allora, se la f(x) non & combinazione lineare della z(x), dato un va-
lore finilo arbitrario k, purché sia bk==ab, —ab,, sard possi-
bile trovare in funzione soltanto di a,; a,, b,, b,, il minimo nu-
mero R con la seguente proprietd : in ogni cerchio |x|<<R ¢, con ¢
Dpositivo arbitrario, o la f(x) o la f(x)+ z(x) prende il valore k ».
Supponiamo che nel cerchio |x| <7 n& la f(x) ne la f(2) + 2(x)-
_ fl@)—
fl@)+2lx)—Fk

prendano il valore k; allora in o880 la funzione G{x) =

sard sviluppabile in serie di TAYLOR :
‘ Gla) =4, + A+ ...

(*) In essi infatti il rapporto z(x):y(x) non pud essere una funziome
razionale ; per i cusi a) del § 1 e ) del § 2 la cosa & evidente essendo z(x)
trascendente ed y(x) funzione raziomale: per gli altri casi basta osservare
che: supposto 2(x) = f(x)y(x) con  f(x) funzioné razionale che prende il
valore zero per x = oo, allora tale f(x) dovrebbe prendere il valore e per
qualche valore finito di «, e ne naecerebbe un assurdo, essendo, jn tali
casi, sia la z(:c) che la y(x) trascendentl mtere che evitano entrambe il
‘valore zero per ogni @ finito.
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Essa non & una costante, perche f(x) non & una combinazione
lineare di z(x); inoltre essa evita nel cerchio |%¢|<r i valori zero,
uno ed infinito. Dunque potremo applicare ad essa il Teorema di
LaNDAvU, e, se A, & §=0, trovare in funzione di 4, ed 4, il nu-
mero R limite superiore degli +. Ma, come si constata immedia- -
tamente, &

: A — a,—k 4 _aby— agh, +bik
* g+ by— k' TN (@, +by—E)?

Dunque, nell’ipotesi del teorema, & 4,3=0. Si vede subito che B
& proprio il minimo numero: con le proprleta rlchleste, ed & fun-
zione soltanto di a,, a;, by, b,.

I’ interesse di questa generahzzamone rispetto al Teorema di
LANDAU consiste in cid che: mentre nel Teorema di LANDAU dati
due valori ed una funzione si trova un cerchio con la nota pro-
prietd; qui si da un solo valore e si costruisce, mediante la 2(x),

_una seconda funzione tale che, o questa, o quella assegnata do-

vranno nel cerchio |«|<CR-+: assumere il valore prefissato.

8. Si pud pure, facilmente, dimostrare la seguente generalizza~
zione del Teorema di ScHOTTKY:

« Data una funzione f(x), regolare nel cerchio |x| <R, dove pud
venir sviluppata nella serie:

flxy = a, + ax + ...,

e data una trascendente intera, che evita il valore zere

2(x) =by + b+ ..

se la f(x) non & combinazione lineare di z(x), e se tanto la f(x) quanito
la f(x) + z(x) evitano nel cerchio |x| <<R un valore finito k, non
sottoposto ad alcuna condizione; allora preso um § arbitrario, pur-
che 0 <6 <1, esiste un numero M, dipendente solo da a,, by, 9, R, k,
tale che si ha :

(1) “ 1f( )i<M(ao, 0 % B, k)

) : | f(z) }<M(a0, 0s 8 R, k)

nel cerchio | x| << 6R ».

Ricordiamo che nel Teorema dl SCHOTTHY si 1mponeva alla f(oc)
di essere regolare nel cerchio || < R, ed in pit di ‘evitare'in esso
non uno, ma due valori finiti k, e k,, diversi fra loro; mentre nel

. nostro caso si impone alla f(x) di evitare un solo valore finito nel

cerchio || < R, aggiungendo perd una condizione per la f(x) + 2(x).
Si pud tuttavia osservare che nel Teorema di SCHOTTEY si giun~
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geva solo ad una diseguaglianza analoga. alla (1), qui si giunge
contemporaneamente alla (1) ed alla (2).

L’ artifizio della dimostrazione consiste mel costruire contempo-
raneamente due funzioni, ciascuna delle quali, nelle condizioni
-imposte  dall’ enunciato, sia ~egolare ed eviti due valori finiti nel
cerchio || <<E. Esse sono:

Fx) = f(m)(x) =A "+ A+ ...
Fz(x) = f——~———-——( ) :fa(:)x)_ k = Ao” + Axl’ﬁb [

delle quali, 1a prima nel cerchio |x]| <R & regolare ed evita i va-

> lori 0, ¢ —1; la seconda, in tale cerchio, & regolare ed evita i
valori 0, e + 1.

Applicando il Teorema di ScHoTTKY all’una ed all’ altxa, avremo
che, nel cerchio |x|<<6R, &:

|Fx(x)]£M1( o" 8, R, 0, _1)a
| Fo(x)| << M,(4,", b, R, O, +1)
ove &

, a,—k ., Qg+b,—Fk
Ao______‘)___. A, zo—bo_

. Ora, detto E il massimo valore assoluto di |z(x)| mnel cerchio
|| < B, possiamo concludere che nel cerchio |x|<C6R, &:

@) —k! ‘f(ﬂc

|/M

donde |f(x) —k| < M,.E, e ricordando che & |f(x) —k|=|f(x)| — | k]|.
3) . [fla)| << M, - E+lk

In modo analogo si trova :
@ (@) + ofe) | < s - E+ [kl

Supponiamo ora che sia M, il maggiore fra M, ed M,; tenendo

conto dell’espressione di A,, si deduce clie il numero M di cui
parla il teorema &:

M= M,(ao, bo, k, 4, R)+|k|

ed esso dipende proprio soltanto da g, by K, 9, R. Ovvxamente

si glungerebbe ad analogo risultato Se fosse M, 11 maggiore fra M,
ed M,. .



