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PICCOLE NOTE 287

Una proprietà degli aggregati perfetti di punti, utile nello 
studio delle famiglie non normali di funzioni olomorfe.

Nota di T. Viola (a Parigi).

Sunto» - Procedimento per costruire certi aggregati perfetti. continui e non 
densi, soddisfacenti a determinate proprietà particolarmente interes
santi per le famiglie non normali di funzioni olomorfe.

1. In una comunicazione tenuta al Congresso internazionale di 
Zurigo (settembre 1932) ho dimostrato. che, se V è una famiglia 
non normale di funzioni olomorfe in un dominio (D), limitata in 
ciascun punto di (D), e se P è un qualunque punto irregolare di V, 
esistono un aggregato perfetto U — U(P), contenente P, e una suc
cessione 2 di funzioni di V, tali che 2 è eccezionale in tutti ipunti 
di U (1).

È noto che, nelle ipotesi fatte, l’aggregato T dei punti irre
golari di V è perfetto, non denso, continuo e connesso (« zusam
menhängend ») con la frontiera di (D) (2). Ci converrà assumere la 
definizione di continuità di un aggregato rT nella forma data dal 
Cantor : un aggregato T si dice continuo se per ogni coppia di 
punti t, t' di esso, assegnato- un numero s > 0 arbitrariamente 
piccolo, si può sempre trovare un numero finito di punti fj, tv 
di T, in modo che le distanze tti, tfi\. tvt' siano tutte < s (3). 
Se T' è un altro aggregato continuo, si dice che T è « connesso » 
con T', se l’aggregato T-1- T' è ancora continuo.

Nella suddetta comunicazione ho affermato, senza dimostra
zione, che si può fare in modo che T aggregato U (naturalmente 
contenuto in T) sia an eh’ esso perfetto, non denso, continuo e con
nesso con la frontiera di (D). Il ragionamento col quale si di
mostra questa proposizione non riguarda particolarmente le fa
miglie non normali di funzioni olomorfe: esso appartiene piuttosto (*) 

(*) Una successione 2 di funzioni olomorfe appartenenti a una famiglia 
non normale si dice eccezionale in un punto Q, se nessuna successione 
parziale di 2 converge uniformemente in nessun intorno di Q. Vedi A. 
Ostrowski, Ueber Folgen analytischer Funktionen rind einige Verschär
fungen des Picardschen Satzes. (« Math. Zeitschrift », Bd. 24, 1925, pa
gine 215-225) ; P. Montel, Leçons sur les familles normales de fonctions 
analytiques. (Gauthier-Villars, 1927, chap. I, n. 22, pag. 37).

(-) P. Montel, loc. cit., nota alla pag. 39.
. (3) G. Cantor, Ueber unendliche, lineare Punktmann ich faltigkeifen, 

4« Math. Ann. », Bd. 21, 1883, pagg. 575-576). '
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alla teoria generale degli aggregati di punti e può essere enunciato 
come segue :

È assegnato un aggregato di punti T. contenuto in un dominio 
limitato (D) del piano complesso, perfetto, non denso, continuo e 
connesso con la frontiera di (D) ; ed è assegnata una certa rela
zione R(T) che ciascun punto di T può avere o non avere.con T: 
la relazione R(T) è tale che. se è verificata per tutti i punti di un 
aggregato (contenuto in T), essa è pure verificata per tutti i suoi 
punti limiti. È poi definita una legge per la quale ad ogni punto P 
di T si fa corrispondere un aggregato T*(P),  contenuto in T e 
contenente P e tutti i punti di T in cui è verificata la rela
zione R(T): in tutti questi punti è verificata la relazione R(T*);  
l’aggregato T*(P)  gode delle stesse proprietà enunciate per T. 
In queste ipotesi esiste un aggregato parziale U(P) di T che con- 
tiene un punto P di T, arbitrariamente assegnato, gode delle stesse 
proprietà sopra enunciate per T e tale che tutti i suoi punti veri- 
fi va no la relazione R(U).

In verità la proposizione enunciata relativa alle famiglie non 
normali di funzioni olomorfe è il caso particolare di quella enun
ciata ora quando si assuma come T F aggregato dei punti irrego
lari di una famiglia V non normale nel dominio (P|. come rela
zione P(T) F essere V eccezionale nel punto considerato P, come 
legge per la determinazione di T*(P)  F estrazione da F di una 
successione (Famiglia) eccezionale in P e formazione dell'aggre
gato T*  dei suoi punti irregolari.

2. Per costruire -U(P) estraggiamo da T una successione di 
punti ; Pu ; (w = 0. 1.2....) con le regole seguenti :

1°) P0 ^P.
2") Per ogni valore dell’indice n le regole definiscono, come 

si vedrà, un aggregato contenente i punti P£ per i<n — 1
e rispetto al quale ciascuno di questi punti verifica la relazione

: ciò ammesso, scelto, come si dirà, un nuovo punto Pu in 1\*,  
si estrae da Tt* un aggregato T* a^_l(Pa) secondo la legge supposta, 
in modo che. in Pn e nei precedenti punti P, sia verificata la 
relazione R( T* lt4 J.

È allora manifesto, per induzione, che. prendendo TQ*=1\  si 
verifica la supposta determinazione di Tit* per ogni valore di n.

3°) La scelta di Plt si farà nel modo seguente :
Indicando con t un intero naturale qualunque, chiamerò, per 

brevità, cella d'ordine t l'insieme dei punti z — x+-iy interni o 
l i 4 t ni ni 1 

sul contorno di uno dei quadrati < x <—37—. v u - -o.
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(Z, m interi positivi, negativi o nulli) : il dominio (D), essendo li
mitato, sarà contenuto in un numero finito di celle d’ordine t ; 
queste potranno supporsi numerate secondo una legge facile a 
determinarsi.

Supposti già fissati i punti Po. Pj...., PM—1? esistono certamente 
valori di t tali che esistono celle d'ordine t contenenti punti di Tn* 
ma non contenenti nessuno dei punti suddetti : infatti, siano Q un 

y 2 
punto di Tn* distinto dai punti suddetti e t un intero tale che ~.yt ri

sulti minore della distanza di Q da ciascuno dei punti P, : esi
sterà una cella d'ordine t contenente Q e nessuno dei punti P,. 
Indichiamo con tì} il minimo valore di t pel quale esistono celle 
d’ordine tH contenenti punti di Tn* ma non contenenti nessuno 
dei punti P, ; sarà > Z„__i ; ma il caso dell’ — non potrà presen
tarsi (per ogni valore della t) che un numero finito di volte, per 
la fatta osservazione che (P) è contenuto in un numero finito di 
celle d’ordine t.

(*) Per es. si potrà prendere per Pn il punto di minore ascissa fra 
quelli di minore ordinata appartenenti a Tn* e alla detta cella.

Consideriamo la cella d’ordine e di numero d’ordine più 
basso che contiene punti di Tn* ma nessuno dei nominati punti Pi : 
in essa assumiamo Pn secondo una regola determinata (e facile 
n precisarsi (/)). Per l’osservazione finale dell’alinea precedente, 
è lini tn — oc ; ma per le proprietà di continuità degli aggregati T*,  

sarà certamente tv = tu_ï finche i punti P, = 1.2 .... ù— 1) si 
V’2 

possano distribuire in due gruppi distanti per più di 2 —7---  l’uno

dall’altro, ovvero tutti i punti P, (?’ = 0, 1, 2,.... n— 1) distino più 
A 2

di 2-t----  dal contorno di (D). Quando dunque è tutti
2*n  1

i punti del gruppo ; P, j (-'—1,2,....-- — 1) possono essere collegati 
fra loro e con un punto del contorno di (D) mediante una poligo
nale, i cui vertici sono punti del gruppo e i cui lati hanno lun- 

V2 
ghezza < 2

Assumendo come ZJ(P) F aggregato ottenuto chiudendo quello 
di tutti i punti Pn, si verifica la proposizione enunciata.

3. Osservazioni. — 1°) La stessa proposizione potrebbe dimo
strarsi, con ragionamento analogo, in uno spazio a un numero 
qualunque di dimensioni.
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2°) Dal punto di vista della teoria degli aggregati, l’ipotesi 
della limitazione di (D) è inutile, in quanto la proposizione resta, 
vera per proiezione : tutt’al più può essere utile la convenzione 
dell' unicità del punto all' infinito.

3°) Il procedimento indicato fornisce un aggregato che, fra 
tutti quelli soddisfacenti all’enunciato, si potrebbe chiamare « mas
simo ». Ecco ciò che intendiamo dire. Riprendendo a considerare 
un gruppo di punti ’ PJ ft' — 0, 1, 2,..., n— 1), per il quale è 
si vede che se M è un punto qualunque di Tu*.  esiste un punto Pi 

del gruppo che dista da Jf per meno di . Ciò basta a conclu- 

doro che U =. lini Tu*.

4°) U contiene tutti i punti di T che verificano la rela
zione


