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PICCOLE NOTE

Funzioni antiarmoniche in un dominio circolare.

Nota di Guipo Asconi (a Pisa) (¥).

Sunto. - Si comunicano ¢ risultati ottenuti nella ricerca di funzioni anti-
armoniche in un cerchio, cioé ortogonali ad ogni funzione sommabile,
armonica entro il cerchio; e di successioni di funzioni antiarmoniche
tali che ogni funzione sommabile nel cerchio e ad esse ortogo ale &
equwalente a una funzione armonica.

Le funzioni armoniche offrono un. interessante campo di appli-
cazione dei concetti relativi agli spazi lineari astratti, di cui mi
sono recentemente occupato in due lavori degli « Annali di Ma-
tematica ». Avviene infatti che le funzioni armoniche entro un certo
dominio quadrabile ¢ e che in virti: di opportune condizioni al
contorno, appartengono a certi spazi funzionali, costituiscano entro
questi una varietd lineare. Tale & il caso delle funzioni, armoniche

_entro ¢ e continue al contorno, nello spazio C delle. funzioni con-
tinue in o, con la seguente espressione della distanza di due ele-
menti f(P), (P) )

(f, )= max |f —g]| in s;
e lo stesso avviene per le funzioni armoniche in ¢ (0 equivalenti
a funzioni armoniche) tali da riuscire in ¢ sommabili o a quadrato
sommabile, nei rispettivi spazi L, o L, di tutte le funzioni som-
mabili o a quadrato sommabile in ¢, con la metrica definita da:

to=fir—gan ¢ 0=|fr—ora]"

Ora la teoria degli spazi lineari conduce per questi casi ad
asserire che la detta varieth appartiene a qualche iperpiano, o, in
termini analitici, che esigtono funzionali lineari di_f che si annul-
lano quando f & armonica; piit ‘precisamente, che la varietd & in-
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tersezione di un’infinith numerabiler di iperpiani, cioé che le fun-
zioni armoniche possono caratterizzarsi entro lo spazio mediante
I’ annullarsi di una successione di funzionali lineari.

La ricerca diretta di siffatti funzionali e successioni appare
assai interessante e non & del resto difficile; ma i risultati che
“ho potuto ottenere in generale non hanno alcuna utilith pratica.
Qualcosa di meglio pud farsi particolarizzando il campo, come ho
potuto mostrare per il caso di un campo cireolare, riferendomi
allo spazio L, come il pid ampio di quelli considerati. Prendendo
‘il funzionale sotto la forma (di STEINHAUS)

Afy =\f(P)g(P)ds(P),

la g(P) deve essere sommabile e limitata e tale che A(f) si annulli
se [ & armonica; cioé ortogonale a tutte le funzioni armoniche
nel campo. Chiamo antiarmonica una tale funzione. Sono per es.
antiarmoniche le funzioni espresse in coordinate polari ¢, 6 da

2 "+ 1 2

W nlp, 8) = " cos m"(PZ" —miaail® )
t 21 e + 1 bed

Cm, (g, 0) =" sen m"(ﬁ“ T ma w1 R“)

(R raggio del cerchio; m, n =0, 1, 2,..)
e anzi il loro complesso risponde alla condizione suaccennata; cioé
una funzione ortogonale a tutte le m,n, vm,n ¢ equivalente ad
una funzione armonica.
II noto procedimento di ScHMIDT permette di sostituire a
queste funzioni il sistema ortogonale seguente: \
)

Vi, ule, 6) = p" sen mO-F(m n, m+n—+1, m~+ 1, R")

o

Up, ulp, 0)==p™ cos mp-F( n, M+ H -+ 1 n + 1,

ey tg

dove compaiono, come si vede, polinomi iﬁergeometrici o di Jacosl.
Facilmente esso si riduce poi a forma normale. Hsso permette lo svi-
luppo in serie (convergente in media) di ogni funzione antiarmonica.

Questo sistema pud porsi in relazione con un altro ben noto:
quello delle funzioni:

uley ) =p" cosmb, ¢, (e, 8) =" sen mh

ortogonale e formato di funzioni armoniche. Si dimostra che esso
¢ una base in L per le funzioni armoniche entro o, ciod che si
pud approssimare a meno di ¢ ogni funzione armonica nel campo






